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PREFACE 


This presentation of the theory and practices of school 
discipline is the result of a field study made by the writer 
in connection with his work at Colorado State Teachers 
College, during the school year of 1927-28. 

It is the writer's conviction, based upon his experience 
as a school superintendent, that weakness in discipline has 
been and still is one of the outstanding causes for failures 
among teachers. The stressing of the personality of the 
teacher as a determining factor in successful school disci- 
pline and the many theories advocated on the general 
subject of school discipline were two strong impressions 
made upon the writer in his research work. 

The lack of concrete material was very much in evidence. 
This study is presented in an attempt to give the more 
practical phases of school discipline. Most of the investi- 
gations can be duplicated by the rural teacher. 

The writer is indebted to the many teachers and school 
executives who so willingly assisted him in collecting data 
for this study. The prompt responses from each of the 48 
state superintendents of schools are especially appreciated. 

The appreciation of the guidance given by Dr. E. U. 
Rugg, Head of the Education Department, Colorado State 
Teachers College, cannot be adequately expressed in words. 
Dr. C. B. Cornell, Professor of Educational Administration, 
Colorado State Teachers College, also gave many valuable 
suggestions. 

The willingness with which the following granted per- 
mission to use a part of their publications is gratefully 
acknowledged: Dr. J. E. Avent, Dr. W. C. Bagley, Mr. 
R. C. Beery, Dr. W. W. Charters, Dr. G. W. Frasier and 
Dr. W. D. Armentrout, Dr. P. E. Harris, Mr. R. D. Mc- 
Clintock, Miss Frances Morehouse, Mr. R. H. Morrison, 
Mr. J. F. Pierce, Mr. C. F. Poole, and Dr. H. R. Trusler. 
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The permission of the following publishing houses to 
summarize sections from their books is also acknowl- 
edged: The Macmillan Company; Scott, Foresman and 
Company ; D. C. Heath Company ; The Department of 
Publications, Colorado State Teachers College, and The 
Bruce Publishing Company. 

The writer is indebted to Miss Mary Byers, Red Cross 
Nurse of Bent County, for her efficient work in obtaining 
the health data and to Mr. F. C. Seamster, Principal 
Columbian School, Las Animas, for his work in obtaining 
data on intelligence of the pupils. 

The willingness with which the writer’s principals, Mr. 
G. K. McCauley, Miss Ina Smith, Mr. F. C. Seamster, Mr. 
C. G. Swanson, and Miss Ethel Akey, together with his 
entire faculty and his two stenographers. Miss Agnes Walk- 
er and Miss Gladys Neece, assisted in the work of the two 
school systems (Las Animas City and Bent County High 
Schools) is gratefully acknowledged. 

The many valuable suggestions given by the members of 
the writer’s class in Problems in School Discipline, at 
Colorado State Teachers College during the summer of 
1928, are responsible for many revisions and additions to 
this study. 


R. L. Hunt. 
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FOREWORD 


Within recent years there has been insistent demand 
for research on practical school problems, in order that 
the resulting data may furnish the profession with sounder 
evidence of actual school situations and in order that we 
may base school programs on more efficient policies of 
school administration. It is in pursuit of such a policy that 
Colorado State Teachers College hopes to help men and 
women in administration in the field to attack and at least 
partially to solve actual school problems. It is further the 
hope of this teacher-training institution that its efficiency 
as a professional college may be decidedly increased as a 
result of closer connections with educational problems in 
the field. In brief, not only do we believe that guidance 
and stimulation of Colorado State Teachers College in such 
field studies may contribute to an improved efficiency of 
the public schools but also that the data collected in the 
public schools of the state will in turn be the concrete 
materials needed by the teachers college for the better 
preparation of prospective teachers and administrators in 
their pre-service training. 

Mr. Hunt’s manual admirably digests the literature of 
the '‘frontier” thinkers in the field of school discipline from 
which the trends in the philosophy of school and class 
management and discipline may be noted. In addition, it 
furnishes relatively objective evidence of the kinds of 
disciplinary cases or offenses to be expected in a typical 
school system; their causes; the kinds of punishment or 
corrective measures to be used or avoided in given situa- 
tions; the essential legal background on discipline; and 
finally, the concrete principles and suggestions upon which 
to base proper school management and control. 

The study tends to reflect the realism of careful record 
keeping of discipline in a typical school system. It should 
be invaluable to administrators and teachers in other school 
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systems both as a suggestive outline for analagous case 
studies of discipline and as a guide for proper procedures 
in handling that ever present and crucial problem of school 
discipline. It is a contribution to teachers and adminis- 
trators in the field and to instructors in teacher-training 
institutions in that it presents concrete suggestions as to 
ways and means of organizing school life and pupil opinion 
in the light of modern theories and practices of effective 
citizenship and character education. 

Earle U. Rugg, 

Head of the Department of Education 
Colorado State Teachers College 
Greeley, Colorado 
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CHAPTER I 
INTRODUCTION 
1. Discipline a School Problem 

The writer is in sympathy with the more recent theory 
that our changing conceptions of education, our modern 
methods of teaching and our improved ideas of classroom 
management have tended to make discipline a less im- 
portant and perplexing school problem. However, he is 
not willing to accept the extreme philosophy that discipline 
is no longer a school problem. Many studies have shown 
that weakness in discipline has caused the failure of 
teachers. As long as discipline causes failures among 
teachers it will remain a school problem. Frasier and 
Armentrout^ summarize four such studies. The first, 
which was made to determine the qualities of merit in 
teachers, placed control or ability to keep order as eighth 
in rank. The second was made to determine the cause for 
failures among teachers and placed weakness in discipline 
as first.2 The third placed weakness in discipline in the 
fourth rank as a cause for failure among high school 
teachers. The fourth study ranked poor discipline as the 
first of ten causes for failure among elementary school 
teachers. 

The specific distinction between school discipline and 
classroom management is not known to the writer. It 
'Would seem that classroom management should include the 
general routine of the school, but that the essential factor 
in efficient classroom mapagement is what is generally 
termed as good discipline. " 

^Frasier, G. W., and Armentrout, W. D., An Introduction to Education, pp. 5, 6, 
and 7. Scott, Foresman and Company, Chicasro. 1924. 

20ut of 126 replies from superintendents in this study, 114 placed weakness in 
discipline as the chief cause for failures amons: teachers. 
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2 School Discipline 

2 . The Content of School Discipline 

This monograph is an effort to present in summary form 
concrete material for the teacher in solving her problems in 
discipline. Many books have been written on the theoret- 
ical phase of this subject. The procedure of the study 
summarized in this handbook involved: (1) An analysis 
of books on the subject of school discipline; (2) an analysis 
of magazine articles on the subject; (3) opinions of 150 
experienced teachers from 40 different school systems in 
Colorado; (4) opinions of 374 junior and senior high 
school pupils; (5) opinions of 98 junior and senior high 
school pupils who were reported as disciplinary cases 
during 1927-28; (6) methods of punishments used by 100 
teachers in successfully handling difficult problems of 
discipline; (7) opinions and experiences of 54 members 
of the writer’s class in Problems of School Discipline at 
Colorado State Teachers College during the summer of 
1928, and (8) a detailed report of each of 460 disciplinary 
cases from tw'o school systems during the year 1927-28. 

3. Old Versus New Ideas of Discipline 
(1) The Old 

“Spare the rod and spoil the child”® was the motto of 
the old schoolmaster. This theory meant a military type 
of control and order. 

Dewey'* says, “The theory of effort simply says that 
unwilling attention . . . should take precedent over spon- 
taneous attention. . . Life ... is full of things not inter- 
esting that have to be faced.” 

The old doctrine of mental discipline is reflected in these 
two quotations. This doctrine accounts for the excessive 
use of force and severe punishments in former methods of 
school management. 


®See Proverbs 18:24 for exact quotation and origin of this phrase. 

*Dewey, John, Interest and Effort in Education, pp. 2 and 3. Houghton Mifflin 
Company, Boston, 1913. 
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O'Shea^ gives a vivid picture of the methods of earlier 
days in his description of the district school with its ‘‘toe’' 
line, its “disciplinary'' periods and the teacher who gave 
mere attenticin and time to government than to instruction. 
He describes the school as having quiet and dress parade 
behavior. In such schools the teacher lived in continual 
fear of revolt. 

The old schoolmaster is described by Lowth^ as a mon- 
arch and as one who taught only book knowledge. Pri- 
mary technic and the fundamental principles of a demo- 
cratic government were unknown to these early teachers. 

In the days of the rule by the old schoolmaster, the 
principal instruments of punishment were whips, rods, 
rulers, books, dunce caps and blocks, whipping posts and 
stocks. Order was maintained through fear. 

“A Swabian schoolmaster, Hauberle by name, with 
characteristic Teutonic attention to details, has left on 
record that, in the course of his fifty-one years as a teacher 
he had, by a moderate computation, given 911,527 blows 
with a cane, 124,010 blows with a rod, 20,989 blows and 
raps with a ruler, 136,715 blows with the hand, 10,235 
blows over the mouth, 7,905 boxes on the ear, 1,115,800 
raps on the hand, and 22,763 notabenes with the Bible, 
catechism, singing book, and grammar. He had 777 times 
made boys kneel on peas, 613 times on a triangular piece 
of wood, had made 3001 wear the jackass, and 1707 hold 
the rod up, not to mention various more unusual punish- 
ments he had contrived on the spur of the occasion. Of 
the blows with the cane, 800,000 were for Latin words; 
of the rod 76,000 were for texts from the Bible or verses 
from the singing book. He also had about 300 expressions 
to scold with, two-thirds of which were native to the Ger- 
man tongue and the remainder his invention.'^" 

®0’Shea, M. V., Everyday Problems in Teaching, pp. 2 and 3. Houghton Mifflin 
Company, Boston, 1913. 

®Lowth, P\ J., Everyday Problems of the Country Teacher, p. 71. The Macmillan 
Company, New York, 1926. 

"^Quoted by Cubberly, E. P., The History of Education, pp. 455-6. Houghton Mifflin 
Company, Boston, 1920, from Barnard, Henry, in his American Journal of Educa- 
tion, Vol. V, p. 609. 
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(2) The New 

To quote Dewey,® “In behalf of interest it is claimed 
that it is the sole guarantee of attention; if we can secure 
interest in a given set of facts or ideas, we may be per- 
fectly sure that the pupil will direct his energies toward 
mastering them.” 

O’Shea® describes the present day school with its new 
building, as a happy group of individuals, where corporal 
punishment rarely occurs and the task of keeping order 
has been largely removed and where the teachers and 
pupils are on friendly terms. The following factors have 
produced this new regime in O’Shea’s opinion: (1) More 
interesting teaching of more vivid studies; and (2) the 
teachers permitting greater indulgence of the spontaneous 
activities of the pupils. 

Lowth'® describes the new schoolmistress as a young 
lady with pleasing personality and a cheerful disposition 
who is friendly with children and patrons. She does not 
rule by coercion and fear as did her old-time male prede- 
cessor. Her results are secured through natural incentives. 

O’Shea” says that the practical word for discipline is 
to “hold the attention of your pupils.” 

(3) The Contrast 

The old school discipline was of a military type. The 
new school discipline is one of “team work” on the part of 
parents, teachers, and pupils. The former theory made 
it necessary for the pupil to be required to do things he 
disliked. The present day theory makes it necessary for 
the teacher to interest the pupil in his work. The old type 
discipline succeeded through fear and force. The present 
type discipline succeeds through cooperation and interest 
in the work of the school. 


^Dewey, John, Op. cit., p. 1. 
®0’Shea, M. V., Op. cit., pp. 8-5. 
^‘‘Lowth, F. J., Op. cit., pp. 72-73. 
^^O'Shea, M. V., Op. cit., p. 6. 
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“Keeping order” was the old schoolmaster’s principal 
duty. Instructing pupils is the present day teacher’s duty 
and profession. 

Bagley^^ sums up the contrast as follows: “The older 
ideal of discipline looked sharply to externals; the new 
ideals look below the surface. The older standards rested 
comfortably upon the more superficial symptoms of obedi- 
ence, order, and industry; the modern standards probe into 
the motives of obedience, order, and industry. The older 
standards had regard primarily for the physical atti- 
tude . . . the modern standards have regard primarily for 
the mental attitudes. ...” 

(4) Changing Conceptions 

Harris*® summarizes the changing conceptions in school 
discipline as follows: “Attempts to solve the problems of 
more effective control by a renewal of emphasis upon tra- 
ditional methods of stern discipline met with failure. Con- 
servative and liberal thinkers were equally certain that 
their respective theories of more rigid control and in- 
creased freedom should improve the situation. The intro- 
duction of milder methods was attained at the expense 
of considerable discussion of a controversial character and 
great persistence of older views and methods of control. 
With the gradual adoption of milder methods a more tol- 
erable situation was achieved. But because the formula- 
tion of a new conception was neither widely prevalent nor 
explicit, the change was mainly a negative achievement, 
being a mitigation of the evils of existing practices rather 
than a positive reconstruction of procedure. The principal 
change seems to have been in the methods by which the 
usual results of prompt obedience and conformity were to 
be attained rather than in the results themselves.” 

“Object teaching, because of its theoretical emphasis 
upon activity and the use of a variety of objective mater- 
ials, promised at first a positive control through congenial 


isBagley, W. C., School Discipline, p. 2. The Macmillan Company, New York, 1914. 
’•‘Harris, P. E., Changing Conceptions of School Discipline, pp. 67-68. The Macmil- 
lan Company, New York, 1928. 
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occupation. But its rapid formalization, in view, first, 
of the assumption that intellectual and moral development 
were separate and, second, of the increasing secularization 
in all work of the common schools, tended to perpetuate the 
more direct control of the past.^^” 

“Coming mainly from the kindergarten movement, was 
a growing recognition of the child’s active capacities and 
a corresponding demand for decrease of emphasis upon 
external appeals or ‘motives’. The idea of ‘spiritual unity’ 
in the school and in the life of the child necessitated a 
careful regard for the methods of employing the direct 
controls of authority and force. The demand for spontane- 
ity and freedom required similarly the limitation of obedi- 
ence and restraint.!''” 


4. Definitions 

Bagley!® gives the following definitions and explanations 
of school discipline: 

“(1) The creation and preservation of the conditions 
that are essential to the orderly progress of the work for 
which the school exists. 

“(2) The preparation of the pupils for effective par- 
ticipation in an organized adult society which . . . also 
demands that the individual inhibit those desires and re- 
press those ambitions that are inconsistent with social wel- 
fare. 

“(3) The gradual impression of the fundamental les- 
sons of self-control. ...” 

Morehouse'^ defines a disciplinary activity as follows: 
“A disciplinary activity is any activity in which one en- 
gages, not primarily for its own sake or the sake of its 
immediate outcome, but for a desirable subjective effect — 
that is, for the training value it may have upon one’s self.” 

^’‘Harris, P. E., Op. cit., p. 98. 
pp. 164-155. 

i*''BafT]ey, W. C., Op. cit., p. 10. 

^"Morehouse, F. M., The Discijdtne of the School, p. 82. D. C. Heath Company, New 
York. 1914. 
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Smith!* gives the following definition: “School disci- 
pline is merely social control within the school group.” 

Beery!® gives this definition : “Discipline is that vital 
control of an individual that molds character.” 

“Discipline is, therefore, the last directive factor of the 
educative process. It is to the soul what logic or geometry 
is to the mind, or gymnastics to the body: it aims at 
bracing the will.^'*” 

These definitions of school discipline show very clearly 
that the old idea of discipline merely as order within the 
schoolroom has been discarded. 

Bagley^! also gives the following on the subject of school 
discipline: “A well disciplined school is one in which the 
‘fashion’ or ‘mode’ of good order, courteous behavior, and 
aggressive industry has been firmly established.” The 
word “fashion” is defined as a fad generally accepted. 

Pearson^^ gives the following statement: “The highest 
form of discipline is the entire absence of conscious dis- 
cipline.” 

Discipline is explained by Sneath and Hodges-* as fol- 
lows: “The daily discipline of a good school is a constant 
instruction in morals.” 

Discipline means conditions which make possible order- 
ly progress of school work, self-control, and the formation 
of habits which mold character and develop a strong will 
power to stand for the right. 

The objective of school discipline is not that of merely 
meting out punishments to the guilty, but constructive ef- 

W. R., Constructive School Discipline, p. 41. American Book Company, 
Chicago, 1924. 

i‘*Beery, R. C., Practical School Discipline, pp. 106-106. Published by the author. 
Pleasant Hill, O., 1916. 

^‘^Welton, James and Blandford, F. G., Principles and Methods of Moral Training, 
p. 166. Warwick and York, Baltimore, 1914. 

"^Bagley, W. C., Op. cit., p. 3. 

23pearson, F. B., The High School Problem, p. 111. Row, Peterson and Company, 
New York, 1916. 

2«Sneath, E. H., and Hodges, George, Moral Training in the School and Home, p. 194, 
The Macmillan Company, New York, 1913. 
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forts to stimulate and direct normal school activities. The 
major interest in school discipline is concerned with the 
inspiration for right ideals and the development of proper 
habits of conduct within the individual. The positive as- 
pect of school discipline or control is, therefore, the major 
concern and problem of the teacher. 

School discipline, as used herein, includes both the cor- 
rective and preventive methods used by the teacher. 

5. Technic of Disciplinary Cases in Two School 

Systems 

To make this study practical, a detailed account of each 
iisciplinary case in the Las Animas City and Bent County 
High Schools was made during 1927-28. This information 
was obtained by the use of a regular form which was filled 
Dut by each teacher. The information was checked by the 
principals and again by the superintendent. 

The following data were collected: (1) The grade dis- 
tribution of the disciplinary cases by months; (2) the 
causes for misconduct; (3) the kinds of offenses; (4) the 
location of pupils at the time of their misconduct; (5) 
the kinds of punishments administered; (6) the health 
conditions, IQ, nationality, and age grade progress of the 
“disciplinary'' pupils as compared with the entire school 
enrollment; (7) the home environment factors, and (8) 
tardinesses. 

There were 460 cases reported during the school year 
of 1927-28. The total enrollment of the two school systems 
was 1033. The pupils who were reported during the year 
as disciplinary cases numbered 235. 

6. Ten Books Analyzed 

The first step in this investigation was to make a care- 
ful survey of the literature. Many educational books were 
found with a chapter or two on the subject of school dis- 
cipline. The number of books dealing in their entirety on 
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school discipline was found to be very limited. The sum- 
maries were made from a tabulation of ten books.^* 

The writer’s reasons for selecting the ten books sum- 
marized are as follows: (1) to get the opinions of some 
of the leading authorities on the subject of school disci- 
pline, and (2) to include books written at different periods 
during the last fifteen years. The writer’s contact with 
the different authors on the subject of school discipline in 
his own reference library and college courses naturally in- 
fluenced him in making the selection of the books tabulated. 
Five of these deal with the general subject of school disci- 
pline while five have only a chapter or two on this subject. 
Five of these books were published before 1920 and five 
since that date. 

Bagley, Morehouse, Perry, Smith, and Stableton have 
published books on the general subject of school discipline, 
Eells, Moeller, and Swain, Lowth, Pearson, Sears, and 
Stark have published books with from one to three chapters 
dealing with school discipline. 

The analysis of the published literature on school disci- 
pline was limited to the following: (1) Kinds of offenses; 
(2) causes of disciplinary cases; (3) good and poor kinds 
of punishment; (4) purposes of punishment; (5) charact- 
eristics and essential factors to consider in administering 
punishments, and (6) characteristics and factors essential 
to reduce disciplinary cases to the minimum. 

a Basrley, W. C., School Discipline. The Macmillan Company, New York, 1914. 

b Eells, H. L,, Moeller, H. C., and Swam, C. C., Rural School Management, Chap- 
ter XVIII. Charles Scribner’s Sons, New York. 1924, 

c Lowth, F. J., Everyday Problems of the Country Teacher, Chapter V. The Mac- 
millan Company, New York, 1926. 

d Morehouse, F. M., The Discipline of the School... D. C. Heath Company, New 
York, 1914. 

e Pearson, F. B., The High School Problem, Chapter IX. Row, Peterson and Com- 
pany, New York, 1916. 

f Perry, A. C., Discipline as a School Problem. Houghton Mifflin Company. Bos- 
ton, 1915. 

g Smith, W, R., Constructive School Discipline. American Book Company, Chicago, 
1924. 

h Stark, W. E., Every Teacher's Problems, Chapters II, III, and IV. American 
Book Company, Chicago, 1922. 

i Scars, J. B., Classroom Organization and Control, Chapters VI and VII. Hough- 
ton Mifflin Company, Boston, 1918. 

j Stableton, J. K., Your Problems and Mine. The Public School Publishing Com- 
pany, Bloomington, 111., 1922. 
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The method of determining the rank of these phases of 
discipline is an arbitrary one, but the frequency of each 
item determines the relative importance of each insofar as 
these authorities considered the general subject of school 
discipline. It must be remembered that none of the authors 
attempted to rank the items, given in the tables of this 
study, according to their importance. 

The causes for offenses, kinds of offenses, and kinds of 
punishments, as found in the books analyzed, are combined 
with similar phases of the subject obtained from other 
types of investigation discussed in chapters II, III, and IV. 

The purposes of punishments, characteristics of effective 
punishments and factors to reduce disciplinary cases to 
the minimum are given in chapter VII. 

7. Magazine Articles on the Subject 
OF Discipline 

As a further analysis of the theoretical phase of school 
discipline, 53 magazine articles were read and classified 
as to the different phases of the general subject of school 
discipline. This part of the study was done by the mem- 
bers of the writer’s class in Problems of School Discipline 
at Colorado State Teachers College during the summer 
of 1928. 

8. Summary 

In this chapter it has been shown that school discipline 
is a major problem with teachers and that the teacher 
must be a good disciplinarian if she expects to make a 
success in her profession. The old military type of disci- 
pline has practically disappeared and in its place has been 
substituted the present-day plan of cooperation between 
teacher and pupils. However, there seems to be a ten- 
dency to recognize the fact that order must be maintained 
for efficient teaching. The trend, during the past few 
years, has been somewhat back toward a happy medium of 
the two extreme views of school discipline. The orderly 
progress of efficient school work which molds character 
for better citizenship is the present-day ideal of good 
discipline. 
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KINDS OF OFFENSES AND DATA ON PUPILS 
COMMITTING OFFENSES 

1. Introduction 

The kinds of offenses or misdemeanors committed by 
pupils were obtained in the following manner: (1) The 
lists given and discussed by the ten authors;^ (2) the list 
submitted by the teachers in the Las Animas City and 
Bent County High Schools in classifying the 460 cases of 
discipline reported during the year of 1927-28; (3) the 

list given by 150 experienced teachers from 40 school sys- 
tems in Colorado (4) the offenses reported by 100 
teachers in giving an account of their most difficult case,® 
and (5) the list submitted by a class in Problems of School 
Discipline at Colorado State Teachers College during the 
summer of 1928.^ 

It is very probable that the authors would have given 
a more detailed list of offenses if they had been requested 
to make such a classification. The kinds of misdemeanors 
were given in general discussions of the problem of school 
discipline and no attempt was made to give a complete 
classification of the kinds of offenses. 

The 150 experienced teachers were requested to name 
the five kinds of offenses that they had found in their 
own experience that had occurred the most frequently. 
The members of the writer^s class in Problems of School 
Discipline were requested to give from three to five of- 
fenses that had occurred the most frequently in their 
experience. 

iNames cited in Chapter I. 

2The names of the teachers were secured from superintendents. 

®See Table VI. 

^This class had 54 members, representing every department of public school work 
from the kindergarten to the superintendent, from fifteen states. 
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22 School Discipline 

How Determine a Disciplinary Problem 

In determining what should be classified as a disciplin- 
ary case in the Las Animas survey, the following instruc- 
tions or factors were used: (1) Time in class required 
to correct a pupil; (2) Pupil sent from room or school 
activity; (3) pupil required to report misconduct to prin- 
cipal or parents; (4) pupil required to see teacher after 
class or school, and (5) any misconduct that resulted in 
punishment or corrective measure. 

These standards were used in an effort to make the 
teachers’ reports more uniform and to present a more 
definite basis for determining what constituted a disci- 
plinary problem. 

The need of careful study of disciplinary problems in 
every school is shown in the following conclusions given 
by Pierce 

“(1) There has been a vast change in the idea and prac- 
tice of discipline through the periods of development of 
our school system. 

“(2) That many disciplinary problems occur but are 
not classed as of significance. 

“(3) That no one method of handling disciplinary prob- 
lems can be used successfully to the exclusion of all others. 

“(4) That most all problems, both administrative and 
classroom, are handled to a large extent by the faculty. 

“(5) That student participation in extra-curricular ac- 
tivities is beneficial toward good discipline ” 

2. Kinds of Offenses 

Betts® classifies school misdemeanors as follows: “(1) 
acts that in themselves are not wrong, but which hinder 

®Pierce, J. F., A Study of the Disciplinary Problems and the Methods of Handling 
Them as Practiced in the Senior High School, pp. 152-163, Unpublished Master of 
Arts Thesis, Colorado State Teachers College, Greeley, 1927. 

•Betts, G. H., Class-Room Methods and Management, p. 365. Bobbs-Merrill Com- 
pany, Indianapolis, 1922. 
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the progress of the school, and (2) acts that are in them- 
selves fundamentally immoral.” 

The kinds of offenses or disciplinary cases found in 
schools as given from an analysis of these ten authors’ 
writings on this subject are given in Table 1, column 2. 
Truancy ranks first with a frequency of six. Lying and 


TABLE I 

Kinds of Offenses as Pound Prom Pive Sources (a) 




As 

found in (a) 



Total 


Kinds of Offenses 

I 

IT 

ITI 

IV 

V 

Rank 

Fre- 

quency 

Per (b) 
cent 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Petty offenses 
Continued dsturb- 

4 

99 

92 

2 

14 

1 

211 

14 

ances 


59 

68 

21 

11 

2 

159 

11 

Fighting 

4 

63 

53 

13 

19 

3 

152 

11 

Cheating 

5 

31 

91 

2 

19 

4 

148 

10 

Stubbornness 
Rowdyism — 

3 

31 

82 

3 

4 

5 

123 

8 

rudeness 


38 

76 

3 

1 

6 

118 

8 

Truancy 

6 

35 

40 

15 

12 

7 

108 

7 

Stealing 

Defacing-destroying 

4 

13 

50 

11 

25 

8 

103 

7 

property 

4 

26 

60 

2 

4 

9 

96 

6 

Lying 

5 

16 

3 

3 

31 

10 

58 

4 

Profanity-obscenity 

4 

19 

23 

7 

4 

11 

57 

4 

Ungentlenmnly or 









unladyli||^ conduct 
Disrespeci^to 


9 

33 

1 

6 


1 12 

48 


teacher 


10 

14 

9 


13 

33 


Immorality 

3 


9 

1 

2 

I 14 

15 


Hazing 

2 


6 

1 

1 

15.5 

10 


Smoking 


9 



1 

15.5 

10 


Inattention 



5 


3 

17 

8 


Strikes-riots 

2 



1 

1 

18.5 

4 


Quarreling 



2 


2 

i 18.5 

4 


Viciousness 
Indifference to 

3 





20.5 

3 

1 

responsibility 



1 


2 

20.5 

3 

10 

Semi-hazing 
Disregard for 


2 




22 

2 


others’ rights 



1 



23 

1 



49 

460 

709 

100 

156 


1 

1474 

100 


a. 1 Books of ten authors. ^ 

II Teachers’ classification of 460 cases in Las Animas City and Bent County 
High Schools. 

ITT List given by 160 experienced teachers. 

IV List of 100 difficult cases successfully handled. 

V List given by class in Problems in School Discipline. 

b. Given only in even percents. 
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cheating each have a frequency of five. Fighting, petty 
offenses, destroying or defacing property, profanity and 
obscenity and stealing are next in rank Avith a frequency 
of four each. Stubbornness, immorality and vicious acts 
are next in rank with frequencies of three each. Hazing 
and horseplay, and strikes and riots were each listed by 
two of the authors. 

Morehouse'^ lists the following kinds of lies as given by 
G. Stanley Hall: “(1) The conscious lie; (2) the ro- 
mantic lie; (3) the partisan lie; (4) the self-saving lie; 
(5) the lie of fancy; (6) the sensational lie; (7) the 
cowardly lie.” 

In discussing stealing Morehouse^ classifies such mis- 
conduct as follows: “(1) For fun; (2) gambling; (3) 
cheating.” 

The kinds of offenses as obtained from the five sources 
previously mentioned are given in Table 1. Petty of- 
fenses, continued disturbances, and fighting are the first 
three in rank. These are also the first three in the 460 
cases of the two school systems included in this study. 
However, fighting ranks second in the offenses committed 
by the pupils. 

Cheating, stubbornness, and rowdyism are the next three 
offenses in the relative order named. In the opinions of 
150 experienced teachers, as shown in column 4, cheating 
and stubbornness rank second and third, respectively. 
Rowdyism ranks fourth in the school survey of Las Animas. 

Truancy, stealing, and defacing or destroying school 
property rank seventh, eighth, and ninth in the total rank- 
ing of the offenses. It is interesting and significant to 
note that with three exceptions these first nine offenses 
are listed in the first nine in rank in columns 2, 3, 4, and 
6 of Table I. In column 2 stubbornness is replaced by lying 
in the first nine offenses. In column 3 profanity or ob- 
scenity ranks above stealing. The entire first nine kinds 

'^Morehouse, F. M., The Discipline of the School, pp. 142-144. D. C .Heath Company, 
New York, 1914. 

^Ibid., pp. 145-147. 
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of offenses in the total ranking are also in the first nine 
in column 4. In column 5 lying replaces rowdyism in the 
above list. 

As the offenses given in column 5 are most difficult 
disciplinary problems, it would not be expected that this 
list would contain those with a high frequency. However, 
four of those found in the first nine (continued disturb- 
ances, fighting, truancy, and stealing) are contained in the 
same group in column 5. 

The first nine offenses in Table I include a total of 1018 
or 82 per cent of the combined totals. Lying, profanity, 
and ungentlemanly conduct rank tenth, eleventh, and 
twelfth and represent 11 percent of the total offenses. 

The next four offenses having frequencies from ten to 
33 with a combined total of 68 are disrespect to teacher, 
immorality, hazing, and smoking. 

The last seven kinds of offenses given in Table I (inat- 
tention, strikes, quarreling, viciousness, indifference to re- 
sponsibility, semi-hazing, and disregard for others' rights) 
have only a combined frequency of 25. 


3. General Classification of Offenses 


After a careful analysis of the kinds of offenses and 
with the assistance of the class in Problems in School 
Discipline the following general classification of offenses 
is presented: 


(1) MAJOR offenses 
Cheating 
Destroying-defac- 
^ ing property 
Disrespect to 
teacher 
Disregard for 
others' rights 
Drunkenness 
♦Gambling 
Hazing 


Immorality 

Lying 

Profanity-obscenity 
Stealing 
Strikes, riots 
♦Truancy 
Ungentlemanly- 
unladylike con- 
duct 

Viciousness 


(♦May belong to either group) 
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(2) MINOR OFFENSES 

*Continued disturb- 
ances 

Excessive use of 
cosmetics 
Fighting 
Quarreling 
Petty Offenses 


""Rowdyism 
Semi-hazing (horse 
play) 

Smoking 

""Stubbornness 

""Tardiness 


(""May belong to either group) 


Gambling has been classified as a major offense because 
of the moral implications of such behavior on the part of 
the pupils. However, the practice of playing marbles for 
“keeps,” which should not be permitted, is not an offense 
of major concern unless the pupils carry it to the extreme 
and defy the school regulations. 

Truancy is an infraction of the compulsory school law if 
it becomes habitual, but the pupil who plays “hooky” just 
for the experience is not committing a grave offense 
against the school. 

Continued disturbances may reach the stage where the 
general school routine is seriously handicapped and thus 
become a major offense. As such misdemeanors are gen- 
erally of a minor nature, these types of misconduct have 
been placed in the second group. 

Rowdyism, similar to continued disturbances, must be 
classified according to the extreme to which the pupil 
carries his misbehavior. 

Stubbornness may also reach the stage of defiance and 
correctly be classified as a major offense. 

Tardiness, if only occasional and justifiable under the 
circumstances, is not a serious offense, but it should be 
emphasized as an offense against the school records and 
every effort should be made to create a sentiment for 
promptness. 
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Because of the specific nature of the other offenses, 
given in the major and minor classification, the writer 
has placed them in their respective groups. 

Grade Grouping of Offenses 

In an effort to determine the differences, if any, be- 
tween the kinds of offenses committed by the pupils of 
different grades, the Las Animas survey and the informa- 
tion obtained from the 150 experienced teachers were 
grouped as follows: (1) Offenses committed by pupils 
of grades 1 to 4; (2) offenses committed by pupils of 

grades 5 to 8, and (3) offenses committed by pupils of 
grades 9 to 12. The replies tabulated from the 150 teach- 
ers were distributed equally among each of these three 
groups of grades. 

A comparison of the first eight offenses from each of 
the three grade groups, which includes all with frequencies 
of twenty or more, shows five offenses (petty, continued 
disturbance, cheating, stubbornness, and destroying or de- 
facing property) common to each group. Fighting and 
stealing were found in the upper grade and high school 
groups. Pi'ofanity in the lower grades and ungentlemanly 
conduct and truancy in the high school were the other 
three offenses included in the first eight from the three 
groups of grades. 

It may be reasonably concluded from these facts that 
the same kinds of offenses, in general, may be expected 
from pupils of all grades. 

Nature of Offense Significant 

It is not enough for the teacher to classify the offense 
before making an attempt to determine the cause. She 
must analyze the nature of the pupil’s misbehavior. That 
is, the teacher must determine whether the offense is (bne 
against the order of the school, against the school prop- 
erty or against the group. The next step should consider 
the offender. This analysis should result in classifying 
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the offender as one who has committed an offense by ac- 
cident, because of passion or sudden impulse, or as a result 
of premeditation. The terms applied to criminals might 
be used in this final classification in which the offender 
would be classed as an occasional, insane, or degenerate 
violator of rules and accepted standards. 

4. Data on Pupils op Two School Systems” 

The following data were collected in the study of the 
disciplinary cases in the Las Animas City and Bent County 
High Schools: (1) Grade and month distribution of of- 
fenses; (2) location of pupils at time of misconduct; (3) 
health of pupils reported as disciplinary cases as compared 
with the entire enrollment; (4) IQ’s of pupils reported 
for offenses as compared with the other pupils of the 
schools; (5) nationality of the pupils of the two groups, 
and (6) the normal, retarded and advanced progress of 
the disciplinary and non-disciplinary pupils. 

Briefly, the following facts were found: 

(1) There seemed to be no uniform or consistent curve 
of grade or monthly distribution of the number of cases 
as the total number of disciplinary cases reported were 43, 
93, 52, 65, 69, 38, 37, 33 and 30 for the nine months. 

(2) The order in which the grades ranked as to the 
number of offenses beginning with the largest number 
show the eighth grade first in rank with 62 cases followed 
by the third, first, second, and fifth grades with 60, 57, 
53, and 47 cases, respectively. The ninth, tenth, and sev- 
enth grades committed 36, 35, and 31 offenses, respectively. 
The last four in rank, namely, the fourth, sixth, eleventh, 
and twelfth grades had 29, 21, 15, and 14 disciplinary 
cases respectively to their discredit. 

(3) In the record giving the location of the pupils at 
the time of their misbehavior it was found that 91.5 per 
cent of the cases came under the direct control or super- 
vision of the classroom teacher. 


A detailed unpublished report of this part of the study is on file in the Library of 
Colorado State Teachers College, Greeley, Colo. 
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(4) The health records which were taken by Miss Mary 
Byers, County Red Cross Nurse, show an indication of 
more general bodily defects among the disciplinary pupils 
than among the entire school. For examples: (1) 53.6 
per cent of the pupils reported as disciplinary problems had 
bad tonsils — the per cent for the entire school was 37.2 ; 
(2) those with nasal obstructions show 37.4 percent as 
compared with 20.6 for the school; (3) the percent with 
decayed teeth showed 27.2 to 15.7 in favor of the disciplin- 
ary group, and (4) lymph nodes were in evidence with 
26.9 per cent of the pupils who misbehaved as compared 
with 14.8 per cent for the entire school. 

(5) The IQ records of the disciplinary pupils show that 
the disciplinary pupils were 4.6 points below the average 
of the entire school and 11.4 points below the pupils who 
were not reported for misbehavior. Exactly 60 per cent 
of the pupils with an IQ of 80 or below were disciplinary 
problems. 

(6) In the nationality’^ classification of the pupils it 
was found that all of the offenses were committed by those 
listed as American, Mexican, and Spanish. There were 
thirteen other nationalities found on the census list. On 
a percentage basis 49.3 per cent of the Mexicans were dis- 
ciplinary problems, while the per cent for the Americans 
was 23.7 and for the Spanish 16.6. 

(7) A check on the age grade progress of the pupils 
showed that 54.8 per cent of the pupils who were respon- 
sible for the disciplinary cases were retarded as compared 
with the entire enrollment per cent of 42.8. Those making 
normal progress included 34.9 per cent of the cases. The 
school per cent in this group was 42.4. In the advanced 
group, 10.3 per cent of the disciplinary pupils were found 
as compared with the school’s 14.4 per cent. 

General Data on Survey of Two School Systems 

The total enrollment of the Las Animas City and Bent 
County High Schools for the year was 1033. There were 


^‘’Obtained from the official census report. 
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235 pupils reported as disciplinary cases during the year. 
Of this group 123 pupils committed only one offense, 68 
committed two offenses each, and 44 pupils committed 
three or more offenses each. 

The boys (178 in number) were responsible for 377 of- 
fenses, while the girls (numbering 57) created 83 disci- 
plinary problems. 

The 44 boys who were reported three or more times had 
to their discredit 201 or 43.7 per cent of the 460 misde- 
meanors. A still further limitation showed that five of 
the 235 pupils reported as disciplinary cases were respon- 
sible for 49 or 10.6 per cent of the total offenses. 

5. Tardy Record of Two School Systems 

The tardy records were kept separately from the general 
disciplinary records. These tardy records were limited to 
the grade and monthly distribution, the causes, and the 
dispositions made of such offenses. 

There were 845 tardinesses during the year, or an aver- 
age of .81 tardy marks per pupil enrolled. 

It is noteworthy that the eighth grade had but one tardi- 
ness during the year. 

Slightly over 50 per cent (50.4) of the causes for tardi- 
nesses were due to carelessness or indifference on the part 
of the parents. Car trouble was given as the cause for 
28.2 per cent of the cases. 

The following methods were used in efforts to reduce 
the number of tardinesses: (1) Confidential talks with 
the pupils; (2) class discussions on promptness; (3) de- 
priving of privileges; (4) isolation; (5) detention; (6) 
unexcused tardy marks which placed certain handicaps on 
the pupils, and (7) semi-corporal punishment. 

Less than half (48.7 per cent) of the tardinesses were 
excused. 
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The large number of kinds of disciplinary problems that 
the teacher may reasonably expect to have in her school 
tend to complicate the situations. However, the teacher 
or administrator who first classifies the offense as to the 
seriousness of its nature should be better prepared to de- 
termine the cause in so far as the offender's motives may 
have prompted the misdeed. The general classification 
of offenses is not sufficient as its many subdivisions should 
also be considered. This makes it necessary to determine 
the nature of the offense. The offense should be classified 
as to its effect upon the social group. The general data 
obtained on the survey of the school systems of this study 
indicate that poor health and low mentality are probably 
important factors in misconduct. The teacher must be 
qualified to recognize a problem in discipline when it oc- 
curs but, at the same time, she must not attempt to see 
everything if the general efficiency of the school is not 
affected by some of the pupils' lesser offenses. 
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CAUSES FOR OFFENSES OR MISCONDUCT 

In attempting to determine the cause for an offense it 
must be remembered that few offenses may be attributed 
to a single cause. However, the teacher may reasonably 
expect to classify the offense under one of the leading 
causes in so far as a particular misconduct is concerned. 
In classifying the causes of the offenses in the cases of 
the two school surveys the immediate cause was given. 
The remote causes should also be considered before the 
kind of punishment or corrective measure is administered. 

In discussing the local environmental conditions which 
are contributing factors to discipline, Pierce^ gives the 
following : 

“(1) Example of elders — lack of restraint in home. 

“(2) High school students trying to imitate college 
students. 

“(3) Too much money; too many cars. 

“(4) Fluctuating population. 

“(5) A general attitude of playground spirit by students 
and parents.” 


1. Causes for Misconduct 

A general classification of causes for offenses or mis- 
conduct is given in Table II. These are listed with refer- 
ence to their frequency as found in the ten books, the 460 
cases of the two school systems during the year of 1927-28 
and the reasons for misbehavior as given by 98 junior and 
senior high school pupils. 

Study of the Disciplinary Prohlerns and the Methods of Handling 
Them as Practiced in the Senior High School, p. 134. Unpublished Master of Arts 
Thesis, Colorado State Teachers Collegre, Greeley, 1927, 
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As stated before, an effort was made to determine the 
immediate cause for each offense in the school survey. 
The causes given in column 2 of Table II were given by 
the authors in discussing the general subject of school 
discipline. Morehouse^ gives the most complete discussion 
of causes for misconduct. She gave seven of the eighteen 
causes listed in Table II.® 

TABLE II 

Causes For Offenses as Found From Three Sources (a) 


Causes for Offenses 


1 


Misdirected energy 
Poor physical condition 
Desire to create a sensation 
Untrained moral judgment 
and perverted ideals 
Desire to imitate others 
No reason — did not know 
Crude and untrained manners 
Resentlul resistance 
Lack of interest in work 
Poor judgment of teacher 
Vicious motives 
Carelessness, forgetfulness 
inattention 

Distracting influences 

Pupil not thinking 

Selfishness 

Poor classification 

M isehievousnc’ss 

Misunderstanding 


Total 


As found in 

(a) 

1 Total 

I 

i 

II 

III 

Rank 

Fre- 

quency 

Per (b) 
cent 

2 

3 

4 

B 

6 

7 

3 

126 

1 

1 

130 

22 

4 

115 


2 

119 

20 

3 

38 

23 

3 

64 

11 

4 

59 


4 

63 

11 

4 

31 

25 

28 

5 

60 

28 

10 



6 


2 

22 


7 

24 


2 

13 

6 

8 

21 



17 

1 i 

9 

18 


3 

12 


10 

15 


4 

10 


11 

14 


1 

5 

4 

12 

10 

26 

2 

6 

1 

13 

9 




8 

14 

8 



4 

1 

15 

5 



2 


16 

2 


1 



17.5 

1 


1 



17.5 

! 

1 


34 

460 

98 

592 

100 


a. T Books of ton authors. 

II Teachers’ classification of 460 cases in Las Animas City and Bent County 
HiKh Schools. 

Ill Reasons j3:iven by 98 junior and senior high school pupils. 

b. Given only in even percents. 


Practically three-fourths (74 percent) of the total fre- 
quency of the causes include only five concepts. They are 


^Morehouse, F. M., The Discipline of the School, Chapter IX, D. C. Heath Company, 
New York, 1914. 

•’Morehouse classifies causes for misconduct as follows: (1) Misdirected energy; (2) 
due to resentful resistance ( 3 ) due to physical condition ; ( 4 ) due to untrained 
moral judgment and perverted ideals; (5) offenses of sensationalism; (6) offenses 
of imitation, and (7) due to crude and untrained manners. 
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misdirected energy, poor physical condition, the desire to 
create a sensation, untrained moral judgment and per- 
verted ideals, and a desire to imitate others. 

Misdirected energy includes any act on the part of the 
pupil where his energies are used in a way that detracts 
from the efficient work of the school or of the individual. 
Note-writing, whispering, rowdyism, and teasing are often 
due to this general cause. This is a criticism of the phys- 
ical education or daily schedule programs of the school. 

By poor physical conditions may be meant the condition 
of the pupil’s health or the physical condition of the school 
room. However, the term was used in the school survey 
with reference to the pupil only. 

The desire to create a sensation gives rise to such of- 
fenses as attempts to “show off,’’ taking animals to school, 
misdirected cleverness and misleading appearances. 

Untrained moral judgment and perverted ideals include 
those individuals who have false ideas of independence due 
largely to community influences, uncivilized parents, and 
the lack of home training which emphasizes the importance 
of giving everyone a square deal. Morehouse^ attributes 
such offenses as Ijdng, fighting, and stealing to this general 
cause. 

The desire to imitate others may be attributed largely to 
the pupil’s environment. The desire to ape others is one 
that is evidenced by adults as well as by children. More- 
house'' attributes such offenses as hazing, strikes, profan- 
ity, and obscenity to this cause. 

The large number of cases given in column 3, as com- 
pared with those of columns 2 and 4, naturally place the 
total ranking practically the same as this column. How- 
ever, these five causes represent 50 per cent or more of 
the total frequency from each of the three columns. 


^Morehouse, F. M., Op. cit., pp. 137-147. 
^Ibid., pp. 151-159. 
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The other causes given in Table II are self-explanatory. 
However, a few comments may clarify some of the causes. 
Crude and untrained manners may best be attributed to 
the pupil's poor social background. This cause is very 
similar to untrained moral judgment and perverted ideals, 
though it is more of a negative nature. 

The misconduct for which the teacher’s poor judgment 
is the cause should be seriously considered. The summary 
of the special factors which make this cause possible are 
harsh and unsympathetic treatment, indulgences and weak- 
ness of control, inadequate preparation, brief tenure, un- 
governed temper, tactlessness, too many rules, and a general 
misconception of discipline. 

The pupil who violates a rule because of a misunder- 
standing on his part should receive the very minimum 
penalty as this is a reflection on the teacher rather than 
the pupil. 

Eighteen Causes Present Wide Distribution 

The writer is not presenting the eighteen causes for mis- 
conduct in Table II as a complete list. He does believe that 
a very large per cent of the offenses that occur in the 
school may be classified, as to causes, under one of these 
headings. Some of the causes may have been combined, 
but after studying the literature and analyzing the offenses 
in the two school systems, each of the causes given seemed 
to have a place in the general classification. 

Many Attributing Factors 

It has been claimed that such factors as the weather, the 
time of the day, former teachers, the general ideals of the 
community, the general condition of the school room, the 
atmosphere or spirit of the playground activities and the 
pupil’s home life determine his general conduct. The 
writer agrees with these claims, but as they deal more in 
abstractions and as no attempt was made to include these 
factors in the survey, they have not been included in the 
causes for misconduct. 
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It is practically impossible to attribute misconduct to one 
specific cause. However, the teacher may, by careful inves- 
tigation, determine the immediate cause for the pupils’ mis- 
behavior. Many local conditions may enter into the causes 
for misconduct. The initiative taken by the pupil should 
be carefully considered when the cause for the offense has 
been determined. It must be remembered that several 
pupils may commit the same offense and the cause may 
be different for each pupil. The home influence of the 
pupil is generally accepted as the leading factor in the 
teacher’s success in teaching high ideals and succeeding 
in her attempt to reduce or eliminate disciplinary problems. 



CHAPTER IV 


KINDS OF PUNISHMENTS OR CORRECTIVE 
MEASURES 

1. Introduction 

The term punishment or corrective measure is used in 
this study as applying to methods of correcting pupils or 
to preventive measures used by the teacher. In an at- 
tempt to arrive at some conclusions as to the general classi- 
fications of punishments or corrective measures the follow- 
ing types of evidence were used: (1) Opinions of author- 
ities; (2) opinions of experienced teachers; (3) opinions 
of junior and senior high school pupils, and (4) opinions 
of the writer’s class in Problems of School Discipline. 

In order to compare opinions with practices the kinds 
of punishments that have been administered were obtained 
from the four sources given in Table III. 

2. Kinds of Punishments Administered 

The long list of different kinds of punishments or cor- 
rective measures used by teachers, as given in Table III, 
indicates a decided lack of uniformity in practice. How- 
ever, the first six methods used by the four groups of 
teachers show a rather general uniformity. Column 2 
(punishments used by teachers of Las Animas in handling 
460 cases) places semi-corporal punishment in the first 
six in rank instead of conference with parents. Column 3 
(opinions of 150 experienced teachers) places the general 
corrective and preventive measures of semi-public reproof 
and creating public opinion in the first six and gives cor- 
poral punishment and detention lower rankings. Column 
4 (methods used by 100 teachers in handling difficult 
cases) substitutes the plan of giving the pupils special 
responsibilities for the less desirable practice of detention 
in the six with the highest frequencies. The kinds of pun- 
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TABLE III 

Kinds of Punishments or Corrective Measures Administered as 
Found Prom Four Sources (a) 


Kinds of Punishments or Correc- 

As found in (a) 


Total 









tive Measures 

I 

II 

III 

IV 

Rank 

Fre- 

quency 

Per (b) 
cent 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Heart-to-heart talk 

65 

112 

26 

27 

1 

230 

16 

Depriving of privileges 

43 

102 

11 

20 

2 

176 

12 

Isolation 

47 

48 

10 

13 

3 

118 

8 

Conference with parents 

12 

63 

21 

8 

4 

104 

7 

Corporal punishment 

51 

33 

5 

13 

5 

102 

7 

Detention 

45 

42 

2 

12 

6 

101 

7 

Semi-public reproof 

6 

63 

4 

12 

7 

85 

6 

Creating public opinion 

2 

71 


3 

8 

79 

5 

Semi-corporal punishment 

63 

4 



9 

67 

5 

Assigning tasks 

22 

20 

3 

9 

10 

54 


Apology 

19 

17 

1 


11 

47 


Warning or making threats 

19 

17 


3 

12 

39 


Sending pupil to principal 

8 

23 



13 

31 


Deferred penalty 


26 



14 

26 


Rebuke or ridicule 


23 



15 

23 


Restitution 

7 

10 


4 

16 

21 


Enforced idleness 

16 

1 


2 

17 

19 


Suspension 

6 

7 


1 

18.5 

1 14 


Giving pupil special 






! 14 


responsibility 



14 


18.5 


1 27 

Demerits 


13 



20 

13 


Satiation 

12 




21.5 

12 


Personal criticism 


12 



21.5 

12 


Giving zero for recitation 

10 




23 

10 


Pupil report to parents 

6 



3 

24 

9 


Mass punishment 


6 


1 

25 

7 


Appropriate 


5 



26 

5 


Sarcasm 


4 



27 

4 


Honor system 1 




2 1 

28 

2 


Sending to juvenile judge 

1 


[ 



1 


Organizing class contests 



1 


30.5 

1 


Advancing pupil a grade 



1 


30.5 

1 


Ignoring pupil 

i 


1 


30.5 

1 

1 


Total 

460 

725 

-“j 

100 

1 i 

143 i 

1 

1428 

100 


a. I Teachers classification of 460 cases in Las Animas City and Bent County 

HiRh Schools. 

II List g^ivcn by 150 experienced teachers. 

III List of 100 difficult cases successfully handled, 

IV List given by class in Problems of School Discipline. 

b. Given only in even percents. 

ishments administered by the members of the writer’s class 
in Problems of School Discipline (column 5) in their schools 
show that semi-public reproof replaces conference with 
parents in the first six. 
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According to the practice among teachers the six cor- 
rective measures most often used in handling disciplinary 
cases, which represent 57 percent of the total frequency 
of Table III, include four good or effective and two last- 
resort methods. (See general classification at end of this 
chapter.) 

The other 27 methods used by teachers in attempting to 
correct misconduct have frequencies varying from 85 to 1. 
Semi-public reproof, creating public opinion and semi- 
corporal punishment rank seventh, eighth, and ninth, re- 
spectively. 

The general classification of the 33 methods of punish- 
ment (corrective and preventive measures) used by the 
teachers in the four groups in Table III is as follows: 
(1) Thirteen are good or effective punishments, represent- 
ing 54,6 per cent of the cases handled, the four methods 
(inaugurating the honor system, organizing class contests, 
advancing a pupil a grade, and ignoring the pupil) given 
by the teachers in column 5 are included; (2) ten are poor 
or ineffective punishments, representing 12.9 per cent of 
the cases; (3) five are last-resort punishments, represent- 
ing 19.9 percent of the cases, and (4) four are doubtful 
methods, representing 12.9 per cent. 

No attempt has been made in this study to rank the 
different kinds of punishments as to their relative im- 
portance or desirability. However, a comparison of the 
kinds of punishments or corrective measures used by 
teachers shows very little difference between the final rank- 
ings when the combined rank instead of the frequency is 
taken. 

The combined rank of the kind of punishments or cor- 
rective measures administered, as obtained from the four 
sources given in Table III, shows that the first six methods 
are the same in each group. Heart-to-heart talk, depriving 
of privileges, and isolation are found in rank 1, 2, and 3 
in both the total frequency and combined rank groups. 
Corporal punishment ranks fourth in the combined rank 
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from the four sources and fifth in total frequency. Con- 
ference with parents ranks sixth in the combined rank and 
fourth in total frequency. Detention ranks fifth and sixth 
respectively in the combined rank and total frequency. 

3. Good ok Effective Punishments 
The good or effective methods of punishments or cor- 
rective measures, as given by the four groups of teachers 


TABLE IV 

Good or Effective Methods of Punishments or Corrective 
Measttrer as Pound From Pour Sources (a) 


- — --- ^ 

As found in (a) 


Total 


Good or Effective Methods of 





— 

— 

— 

Punishments or Corrective Meas- 






Ere- 

Ter 

11 res 

I 

II 

HI 

IV 

Rank 

quency Cent (b) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Heart-to-heart talk 

4 

103 

67 

29 

1 

203 

- 17 

Depriving of privileges 

6 

97 

1 

19 

2 

123 

10 

Creating public opinion 

2 

85 


8 

3 

95 

8 

Semi-public reproof 

4 

52 

26 

5 

4 

87 

7 

ConforencG with parents 

4 

66 


12 

5 

82 

7 

Detention 


16 

65 


6 

81 

7 

Isolation 

2 

56 

10 

10 

7 

78 

7 

Corporal punishment 


35 

29 


8 

64 

5 

Apology 

1 

15 

27 

9 

9 

5^ 

4 

Deferred penalty 

1 

35 



11.5 

36 

3 

Assigning tasks 


5 

23 

8 

11 

36 

3 

Scolding 



34 

2 

11.5 

36 

3 

Sending pupil to principal 

2 

16 

10 


13 

28 


Demerits 


22 

4 

1 

14 

27 


Restitution 

2 

22 



15 

24 


Rebuke-ridicule 


14 

1 

2 

16 

17 


Suspension 



15 

1 

17 

15 


Satiation (saturation) 


i 6 

7 


18 

13 


Semi-corporal punishment 


5 

6 


19 

11 


Pupil report to parents 1 


2 


6 

20 

8 


Personal criticism 

1 

6 



21 

7 


Honor system 




5 

22.5 

5 

19 

Mass punishment 


3 


2 

22.5 

5 


Enforced idleness 



4 


24 

4 


Appropriate 


3 



25.5 

3 


Expulsion 


2 


1 

25.5 

3 


Deportment 


2 



28 

2 


Warning or making threats 



2 


28 

2 


Delayed punishment 




2 

28 

2 


Total 

29 

668 

331 

121 


1149 

100 


a. 1 Books of ten authors. 

II List given by 150 experienced teachers. 

III List given by 374 junior and senior high school pupils. 

IV List given by class in Problems of School Discipline. 

b. Given only in even percents. 
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in Table IV, show a wide difference of opinions and include 
many methods that are also found in the lists of poor or 
ineffective methods as given by the same four groups in 
Table V. 


TABLE V 

Poor or Ineffective Methods of Punishment or Correctite 
Measures as Found From Four Sources (a) 





Total 










Punishments or Corrective Meas- 






Fre- 1 

Per 

ures 

I 

II 

III 

IV 

Rank 

quency|Cent (b) 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

Corporal punishment 


35 

73 

38 

1 

146 

12 

Nagging 

1 

113 


6 

2 

120 

10 

Ridicule-rebuke 

6 

71 

13 

9 

3 

99 

8 

Warning or making threats 

4 

83 

6 


4 

93 

8 

Enforced idleness 

‘> 

77 

1 

7 

5 

87 

7 

Forced apology 

1 

82 



6 

83 

7 

Sarcasm 

3 

75 

1 

3 

7 

82 

7 

Assigning tasks 

6 

27 

37 

8 

8 

78 

6 

Detention 

7 

3 

45 

21 

9 

76 

6 

Semi-corporal punishment 


18 

41 

5 

10 

64 

5 

S-eiui-public reproof 



34 

17 

11 

51 


Scolding 



43 


12 

43 


Sanation (saturation) 

4 

31 

3 

4 

! 13 

42 


Sending pupil to principal 


11 

1 

9 

14 

21 


Personal indignities 

2 

18 



1 15.5 i 20 


Demerits 

4 

9 

7 


! 15 5 

20 


Suspension 


5 

12 

2 

' 17 

19 


l\iass punishment 

2 

15 



18 

17 


Expulsion 


14 



19 

14 


Isolation 


5 ‘ 

8 


20 

13 


Appropriate 

2 

9 

1 


21 

12 

24 

Apology 


3 

8 


22 

11 


Depriving of privileges 


2 

4 


23 

6 


Sending pupil to juvenile 








judge 


4 



24 

4 


Deferred penalty 


3 



26.5 

3 


Personal criticism 


3 



26.5 

3 


Reproof 


3 



26.5 

3 


Heart-to-heart talk 



3 


26.5 

3 


Total 

44 

719 

1 

341 

129 


1233 

100 


a. I Books of ten authors. 

II List griven by 150 experienced teachers. 

III List given by 374 junior and senior high school pupils. 

IV List given by class in I^roblcms of School Discipline. 

b. Given only in even percents. 


A general comparison of Tables IV and V shows a list 
of 28 punishments and the two lists "are identical. How- 
ever, the relative ranking of the two lists differs decidedly. 
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In comparing the punishments given as good or effective, 
as given in the teachers’ opinions in Table IV, with the 
kinds of methods administered only two differences are 
found in the first six in each list. The plan of creating 
public opinion ranks third in Table IV and eighth in Table 
III. Semi-public reproof ranks fourth in Table IV and sev- 
enth in Table III. 

A comparison of the four groups in Table IV shows the 
following differences of opinions: (1) The general rank 
and the rank of the first six as given in column 2 are the 
same except that the authors place isolation, restitution, 
and sending the pupil to the principal in the same rank 
with the plan of creating public opinion; (2) isolation is 
placed in the first six instead of detention in the methods 
used by the teachers in handling 460 cases of discipline, and 
(3) the 374 junior and senior high school pupils (column 
4) place only three (heart-to-heart talk, detention, and 
semi-public reproof) of the first six in the total rank among 
the same list in their opinions. Corporal punishment, apol- 
ogy, and scolding are the other three given by the pupils 
in their first six good or effective kinds of punishments. 
The pupils’ replies naturally reflect the methods used by 
their former and present teachers, and (4) frequencies 
found in column 5, which were given by the class in Prob- 
lems of School Discipline, substitute isolation and apology 
for detention and semi-public reproof. This group also 
places the plan of assigning tasks in the same rank with 
creating public opinion. 

In comparing the ranks of the good or effective methods 
of punishments or corrective methods as obtained from the 
four sources given in Table IV, as to their total frequency 
and combined rank there is but one difference in the first 
six methods. Heart-to-heart talk, depriving of privileges, 
creating public opinion, and semi-public reproof are the 
first four in the order named in each group. Detention 
is also sixth in each group. Based on total frequency, con- 
ference with parents ranks fifth while isolation ranks 
fifth based on the combined rank of the four groups. 
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4. Poor or Ineffective Punishments 

As previously stated, the 28 kinds of poor or ineffective 
punishments given in Table V are identical with those given 
in Table IV. However, the general order of the two lists 
is reversed. 

The overlapping of the two lists first appears in the 
eighth method of punishment given in Table IV. Corporal 
punishment is given in rank 1 in Table V as a poor kind 
of punishment and in rank 8 in Table IV as a good kind 
of punishment. 

A comparison of the opinions given by the four groups 
in Table V of the first seven methods of poor punishments 
shows a rather decided lack of agreement. This is due 
partly to the fact that no attempt was made to classify 
punishments further than good or poor. The authors 
(column 3) made several classifications of doubtful and 
last-resort punishments. The teachers and pupils would 
have, perhaps, changed their lists had these two been re- 
quested. Ridicule or rebuke and warning or making threats 
are the only two of the first seven in the total rank that 
have a similar rank in column 2. Column 3 (opinions of 
150 experienced teachers) gives the same seven, although 
the ranking differs somewhat from the total rank. The 
junior and senior high school pupils (column 4) show only 
one punishment in common with the total rank of the 
first seven. However, they agree with the total rank in 
this one as corporal punishment is first in both lists. There 
is only an agreement of three of the first seven poor 
methods of punishment as given by the class in Problems 
in School Discipline (column 5). They are corporal pun- 
ishment, ridicule or rebuke, and enforced idleness. 

The similarity of the first six kinds of poor or ineffec- 
tive methods of punishments or corrective measures is not 
nearly the same in the total frequency and combined rank 
lists as in Table IV. The order of the first six methods 
based on the combined rank is ridicule or rebuke, warning 
or making threats, assigning tasks, corporal punishment, 
satiation, and forced apology. The order of the first six 
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methods of punishment or corrective methods based on total 
frequency is corporal punishment, nagging, ridicule or re- 
buke, warning or making threats, enforced idleness, and 
forced apology. 

5. Doubtful Kinds of Punish ments^ 

“The word doubtful here is not to be taken in a negative 
sense, nor in a positive sense. It merely implies that the 
punishment mentioned in each case is to be carefully con- 
sidered. It may or may not be the proper punishment to 
use. The caution is to be sure as to the wisdom of the 
particular punishment before using it. One is to proceed 
with caution, with hesitation, with doubt, until sure that 
the particular punishment is the right one.”- 

The punishments cla.ssified as doubtful are as follows: 

(1) Sending pupil to the principal 

(2) Delayed punishments 

(3) Detention after school 

(4) Dismissal from class 

(5) Corporal punishment 

(6) Suspension and expulsion 

In sending the pupil to the principal the teacher admits 
that he has passed beyond her control. The teacher should 
take the pupil to the principal, and give him the facts before 
the pupil and not give the pupil an opportunity to present 
only his side of the case, if the help of the principal be- 
comes necessary. 

The teacher should delay the punishment if in doubt. 
Punishment administered in too much haste or when angry 
seldom is effective. However, delay in punishment usually 
destroys its effectiveness. 

In discussing detention Avent says, “A great deal of 
‘keeping in’ after school is not a good recommendation for 

^Summarized from Avent, J. E., Beginning Teaching, pp. 411-419. Published by 
the author, Knoxville, Tenn., 1927. 
p. 411. 
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a teacher. It seems to indicate that the teacher cannot 
get things done in the regular school day.''^ 

Avent^ sums up the plan of sending pupils from class as 
follows: ‘'She sends him from the class, or sends him 
from the room. If the former, he may go back to his seat 
and continue his mischief ; if the latter, he may outside the 
room commit even worse mischief.'' 

Corporal punishment is advocated both as a doubtful and 
last-resort method of punishment. 

In discussing suspension the teacher is urged to be sure 
that no other method will remedy the situation. “As to 
‘last resorts,' expulsion is the last resort."^'’ 

6. Last Resort Punishments 

A summary of the discussions on last-resort punishments 
as found in the ten books that were anab'^zed in this study 
gives the following types of punishments: 

(1) Suspension 

(2) Corporal punishment 

(3) Expulsion 

Eight of the authors place suspension as a last-resort 
type and seven list both corporal punishment and expulsion 
as last resort methods. 

The suspended pupil naturally tries to get some of his 
friends to quit school or commit some offense to have a 
reason for joining him. Corporal punishment was bitterly 
condemned except as an extreme last resort method and 
then only for the smaller pupils. Expulsion, generally a 
function of the board of education, is accepted as the last 
step and then only for the welfare of the school. 

7. Corporal Punishment 

Corporal punishment has been the subject of much dis- 
cussion for the past quarter of a century. It is listed as 

^Avent. J. E., Op. Cit., p. 412. 

^Ibid., p. 413. 

®Avent, J. E., Op. cit., p. 418. 
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a last resort, doubtful, and poor type by writers of equal 
authority. Three states (Arkansas, New Jersey, Wiscon- 
sin) have state laws against this method of punishment. 
Many cities have similar rules. As has been pointed out, 
this method was reported in every list of punishments 
secured by teachers and pupils as both a good and a poor 
type. While our present-day school teachers and adminis- 
trators have discarded the extreme and severe methods of 
the Swabian schoolmaster,^ there is still a wide difference 
of opinion as to the merits and demerits of this type of 
punishment. The writer has listed corporal punishment 
as a last resort type. 

One study, made in 1908, showed that the opinions of 
83 superintendents on corporal punishment were divided as 
follows: (1) 31 favored it; (2) 22 favored it only as a 
last resort type; (3) 29 were opposed to it under all con- 
ditions, and (4) one reply was indefinite. 

An analysis of the kinds of punishments administered 
in the school survey made in connection with this study 
shows that corporal punishment was administered 51 times 
for the following offenses and the number of times as 
indicated : 


Stubbornness and refusing to obey 14 

Rowdyism 8 

Fighting 5 

Continued disturbances 5 

Truancy 5 

Ungentlemanly conduct 4 

Stealing 4 

Lying 2 

Swearing 2 

Defacing property 1 

Cheating 1 


Total 51 


®Se€ Chapter I for complete quotation. 

"^Summarized from an Editorial, “Corporal Punishment Crusade.*’ Journal of Edu^ 
cation, Vol. 67, pp. 395-400 (April 9, 1908). 
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None of the above cases were first offenses and in general 
the type of punishment seemed to have been effective. 
However, this is no indication that some other method 
would not have been more effective. 

After a class discussion and the assignment of references 
the members of the writer’s class in Problems of School 
Discipline were requested to submit arguments for and 
against corporal punishment. The six arguments with the 
highest frequencies on each side of the question were as 
follows : 

AGAINST CORPORAL PUNISHMENT 


Danger of physical injury to the child 33 

Negative type of punishment . . 30 

Possible legal difficulties for the teacher 20 

Primitive type 20 

Antagonistic and repulsive to child 20 

Invites parental objections and criticisms -„.ll 


FOR CORPORAL PUNISHMENT 

Only effective method known with some pupils . 23 
Physical pain more effective than mental pain 


with smaller children 22 

Easily and quickly administered 20 

Teaches respect for authority 20 

Provides discomfort for misdeeds 15 

Often administered by parents 10 


It will be noticed that the arguments presented for cor- 
poral punishment consider largely the teacher while the 
arguments against this method of punishment consider the 
child. This general conclusion from these arguments ap- 
parently presents an indictment against this method of 
attempting to correct wrongdoers. 

The general opinion regarding corporal punishment, with 
most of the authorities, seems to be divided in classifying 
this type as last resort, doubtful, or poor. However, this 
method of punishment still has its supporters with a few 
of the authorities. 
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Perhaps the best reason for this type of punishment and 
the fact that it is still being used to-day is because it is so 
immediate and tangible. Bennett^ has stated the case for 
corporal punishment very aptly. He says, ‘‘Corporal pun- 
ishment should never be regarded as a last resort — tra- 
dition to the contrary notwithstanding. It is so immediate 
and tangible that it is often the most effective and refined 
‘first aid’ cure of a child’s sullen intractible mood.” 

Limited to Certain Grades 

With only three states having laws against corporal 
punishment and the authorities disagreeing as to whether 
this type is a last resort, doubtful, poor, or good method 
of handling offenders, the writer would be assuming knowl- 
edge and authority which he does not have, if he were to 
bitterly condemn corporal punishment under all circum- 
stances. However, the following recommendations (ac- 
cepting corporal and semi-corporal punishments as last 
resort methods) are made: 

(1) Semi-corporal punishment to be limited to grades 
1, 2 and 3 under all circumstances 

(2) Corporal punishment to be limited to grades 4, 5 
and 6, except for the most extreme cases in the three 
lower grades 

If corporal punishment is to be administered, the follow- 
ing rules and regulations are recommended: 

(1) The parents’ views on this method of punishment 
should be known by the teacher 

(2) The parents should be notified of the pupil’s mis- 
conduct and the teacher’s intention of administering cor- 
poral punishment 

(3) The teacher should be absolutely sure that the pupil 
realizes the seriousness of his offense and that he under- 
stands that the offense is one against the school and not 
against the teacher 

^Bennett, H. E., School Efficiency, p. 273, Ginn and Company, Chicago, 1927. 
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(4) The punishment should always be administered be- 
fore one or more adults and never before other pupils 

(5) Unless the school regulations provide that the prin- 
cipal administer corporal punishment, the teacher should 
do the punishing, preferably in the principal's office with 
the principal as one of the witnesses 

(6) Great care should be taken to make sure that the 
pupil does not get the impression that the one administer- 
ing the punishment is angry 

(7) A rubber hose or paddle should be used unlesss the 
laAv specifies some other instrument 

(8) An accurate and detailed record of the punishment 
should be kept by both the teacher and the principal 

The same rules should be applied if semi-corporal pun- 
ishment is to be used in so far as it is practicable. Under 
no circumstances should a pupil ever be touched on the 
head when punishment is being administered. 


8. General Classification of Punishments or 
Corrective Measures 


(1) good OR EFFECTIVE 

Confidential talk 
(heart to heart) 

Conference with 
parents 

Creating public 
opinion 

Deportment 

Depriving of 
privileges 

Giving pupils special 
responsibilities 

Giving no grades 

Isolation 


Pupils reporting to 
parents 
Restitution 
Sending from class 
with definite work 
to do 

(2) DOUBTFUL 
Apology 

Deferred penalty 
Detention 

Reproof (semi-public 
reproof — personal 
criticism) 

Sending pupil to 
principal 
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( 3 ) LAST RESORT 

Semi-corporal 
Corporal 
Suspension 
Reporting to juvenile 
judge 
Expulsion 

( 4 ) POOR OR INEFFECTIVE 

Appropriate 
Assigning tasks 


Demerits 
Enforced idleness 
Forced apology 
Mass punishment 
Nagging or scolding 
Personal indignities 
Ridicule or rebuke 
Satiation or 
saturation 
Sarcasm 

Warning or making 
threats 


This classification has attempted to combine several of 
the terms used in the tables of this study. Believing that 
many of the kinds of punishments or corrective measures 
as classified by the writer will be accepted, the discussion 
of the four general lists will be limited to these that are 
more debatable. No attempt has been made to convince 
others that this list is complete; it is rather a brief pre- 
sentation of the reasons for the classification as given. 

In attempting to create public (school) opinion against 
a certain type of offense or in making the project a positive 
one, which is better, the teacher must be careful not to 
humiliate the pupil. This method is recommended more 
as a general plan in pointing out certain things which the 
group should not do and at the same time attempting to 
make those who have been guilty feel the effect of their 
deeds upon the school and creating a desire for better 
behavior. 


Deportment grades are ‘‘out of date” but may still be 
effective with the smaller pupils. 

Teachers should not carry the plan of depriving pupils 
of certain privileges to the extreme. This method is most 
applicable to the extra-curricular activities and to certain 
monitorial duties which especially appeal to the smaller 
pupils. 
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The pupil who becomes a general disturber may become an 
ideal member of the group if the teacher assigns him special 
responsibilities. Responsibility in student participation in 
school government programs has proved effective in many 
cases. 

Giving the pupil a zero for the daily recitation in which 
he is caught cheating is the only time in which this method 
is recommended. This must be distinguished from giving 
demerits. 

Isolation, v/hich is closely related to depriving of privil- 
eges, may be effective with the pupil who can not play 
peaceably with his fellow students or who insists on dis- 
turbing his classmates. 

If the pupil is to report his misconduct to his parents, 
the teacher should make sure that she presents the case to 
the parents before the pupil gets home. 

The plan of sending the pupil from the room with specific 
work to do is recommended for the reason that the teacher’s 
time belongs to the entire group and it is not fair to take 
her time with one pupil who insists on misbehaving. En- 
forced idleness is not recommended under any circum- 
stance. 

Apology has been listed as doubtful because it is very 
difficult for the teacher to be sure that the apology is sin- 
cere. The insincere pupil may soon learn that he can apol- 
ogize for most offenses and make no effort to improve his 
conduct. 

If the pupil is advised that his case will be considered 
later and the teacher feels that the delay has caused the 
pupil sufficient mental pain to dismiss the case after a later 
conference, the plan of deferred penalty is recommended. 
The theory that a penalty must be immediate to be effect- 
ive is the reason for classifying deferred penalty as doubt- 
ful. 



42 


School Discipline 


Detention is classified as a doubtful punishment if the 
time is made very short. Otherwise, this becomes a poor 
type of punishment, as the pupil is in no frame of mind to 
study and he forms a dislike for the teacher if kept in for a 
long period. 

Reproof is very similar to the method of creating public 
or school opinion. However, this method of procedure im- 
plies a more direct reference to the offender. The teacher 
may appeal to the pupil’s pride and desire for the approval 
of his classmates. She must be careful not to embarrass 
the pupil or cause resentment on his part. 

Taking the pupil to the principal, as previously stated, 
should be the procedure if additional help is needed in 
handling the case. 

The punishments classified as last resort have been dis- 
cussed. Semi-corporal punishment is included only as a 
possible method with pupils of the lower grades. Corporal 
punishment is recommended only as an extremely last re- 
sort method for pupils of the upper grades (5, 6, 7) and in 
a few unusual cases in the lower grades. Suspension is not 
recommended below the high school and then for a very 
short period of time. As a last attempt to keep the pupil in 
school the Juvenile Court may be used. However, this plan 
of procedure should not be used until the pupil has become 
subject to the law because of misdeeds outside of school or 
for theft that cannot be handled in the school. 

The teacher who attempts to reform the boy who swears 
by washing his mouth with soap (appropriate) may cause 
the boy to refrain from swearing on the playground, but 
probably will not keep him from swearing at her, under his 
breath, in the schoolroom. 

The plan of assigning the pupil tasks has no place in any 
teacher’s program. It violates the principle of substitution 
and creates a dislike for the particular task regardless of 
what it may be because of its association with his offense. 
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The plan of giving a pupil demerits for his misconduct 
is both unfair and cowardly. No teacher has a moral or 
ethical right to deprive a pupil of earned marks because of 
some violation of the rules of good behavior. 

Enforced idleness has been described as a method that 
encourages future misbehavior. 

Forced apology may tend to encourage a pupil to become 
untruthful. 

The inflicting of a penalty on the entire group (mass 
punishment) because of some offense by some pupil who 
was too clever for a stupid teacher is also cowardly and 
unfair. No teacher should attempt to see and hear every- 
thing. If the teacher can not determine the guilty one, she 
should forget about it at once. 

Nagging and scolding are excellent means by which to 
encourage misbehavior. 

No teacher has a right to take advantage of a pupil be- 
cause of her position by making insinuating remarks, cast- 
ing reflections, or inflicting personal indignities in any 
way. 

Ridicule or rebuke cannot be expected to have a whole- 
some effect on the pupil. 

The plan of satiation or saturation is contrary to the 
general principles of learning. If the pupil has committed 
an offense the teacher should make an attempt to replace 
this particular act with a more desirable one rather than 
having him repeat it many times. 

The sarcastic teacher seldom has the respect of her pu- 
pils. 

The teacher who warns against certain things and makes 
threats as to what she will do may expect her pupils, if 
they are normal boys and girls with the allotted amount of 
red blood in their veins, to soon give her an opportunity to 
make good her unwise suggestions and invitations for mis- 
behavior. 
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9. Summary 

The many kinds of punishments and the different opin- 
ions as to effective and ineffective methods indicate the 
need of more objective study on the general subject of dis- 
ciplinary problems. There seems to be a sufficient num- 
ber of good punishments to justify the statement that 
teachers should not use doubtful methods except on very 
rare occasions. The teacher should remember that last re- 
sort punishments are for the pupils' welfare and not for 
her convenience. The fact that corporal punishment has 
been the subject of much debate for a number of years and 
has been prohibited by law in a few states should justify 
the statement that this method of punishment has no place 
in the public schools, except in extreme cases, and then not 
until after the assistance of the parents has been sought. 



CHAPTER V 


DIFFICULT DISCIPLINARY CASES SUCCESSFULLY 

HANDLED 

As a further check on the methods of handling discip- 
linary problems, we shall next present briefly the data of 
100 difficult cases, that were apparently successfully 
handled, and were collected through the interview technic. 
These cases were secured from twenty-nine elementary 
teachers, twenty-four high school teachers, thirteen junior 
high teachers, eleven superintendents, seven senior high 
principals, six elementary principals, six rural teachers, 
and four junior high teachers. 

The kinds of offenses and methods of punishment are 
given in Table VI. As Stableton’s" book deals largely with 
examples of disciplinary problems, this chapter has been 
limited to a few generalizations. It must be remembered 
that several other methods of punishment or corrective 
measures had been previously attempted in each of the 
cases given in Table VI. 

Continued disturbance ranks first with a frequency of 
21. Six differenl;^ methods of correction were used in hand- 
ling the pupils. /Uive cases were handled by giving the pu- 
pils special responsibility. The same number were isolated 
from the group. Depriving of privileges proved to be the 
successful method of punishment for four. A confidential 
talk seemed to have reformed three pupils. Semi-public 
reproof was the corrective measure for two cases. Only 
one case was referred to the parents and one was remedied 
by advancing the pupil a grade. 

Truancy ranked second with a frequency of fifteen. Four 
methods were used in handling these cases, namely, ^con- 
ference with parents with eight cases, giving pupils added 

^Stableton, J. K., Your Problems and Mine. The Public School Publishing Company, 
Bloomington, 111., 1922. 
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responsibility with five, and assigning tasks and detention 
with one each. 

Fighting ranks third with a frequency of thirteen in the 
kind of offenses and was handled by means of a conference 
with parents and depriving of privileges in three cases 
each, corporal punishment, semi-public reproof and assign- 
ing tasks in two cases each, arid orie pupil was given spe- 
cial responsibilities. 

Stealing was the offense committed by eleven pupils. Six 
cases were disposed of by a heart-to-heart talk. Confer- 
ence with parents, giving special responsibility, depriving 
of privileges, corporal punishment, and making an apology 
were the different methods of punishment or corrective 
measures used in handling the other six offenders. 

Disrespect to the teacher was given as the cause for nine 
of the difficult disciplinary problems. Seven of these were 
successfully handled by the teacher having a confidential 
talk with the pupil. A conference with the parents and 
giving the pupil special responsibility proved successful 
for the other two. 

Profanity or obscenity was the offense in seven cases. 
Four were handled by a heart-to-heart talk, two by isolating 
the pupils from their playmates, and one by corporal pun- 
ishment. 

Ungentlemanly conduct was given by six of the teachers 
as their most difficult problem. Depriving of privileges 
and isolation proved effective in two cases each. A confi- 
dential talk and corporal punishment were the methods 
used for the other two. 

The three cases of lying were successfully handled by a 
confidential talk, conference with parents, and assigning 
the pupil responsibility. 

A conference with the parents proved effective for the 
three cases of stubbornness. 

Rowdyism, which was reported by three teachers, was 
settled by a heart-to-heart talk in each case. 
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A conference with the parents proved to be the necessary 
plan to stop the two pupils of note writing. 

Detention and conference with the parents prevented fur- 
ther practices of destroying property for these two prob- 
lems. 

Depriving the pupil of privileges and ignoring the pupil 
were the methods used for the two cases of cheating. The 
latter plan used proved to be effective with a boy who had 
been an habitual cheater. The boy later told the teacher 
that she was the first one who had ever trusted him and 
that he became ashamed of himself and decided to quit 
cheating. 

The three offenses listed as miscellaneous in column 15 
of Table VI were drunkenness, rebellion, and hazing. These 
were handled respectively by means of a confidential talk, 
depriving of privileges, and organizing class contests. 

The summary of the 109 difficult disciplinary problems, 
as given in Table VI, shows that there were seventeen dif- 
ferent kinds of offenses and that they were handled by 
means of thirteen different methods of punishment or cor- 
rective measures. A conference with the parents proved 
successful for nine different offenses. A heart-to-heart 
talk was the final solution for eight kinds of misconduct. 
Si:: different types of misbehavior v/ere handled by giving 
the pupils special responsibilities. Depriving of privileges 
seemed to have been effective for five different types of 
offenses. Four kinds of offenses Vvere eliminated by iso- 
lating the offenders from the group. Corporal punishment 
was used for the same number of different kinds of of- 
fenses. Semi-public reproof, assigning tasks, and deten- 
tion were the punishments and corrective measures which 
were each used for two different kinds of offenses. The 
plan used by the teacher, for one offense in each case, of 
having the pupil apologize, organizing class contests, ig- 
noring the pupil, and advancing the pupil a grade completed 
the kinds of punishments or corrective measures used in 
handling the 100 difficult disciplinary problems. 
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Significant Facts From Table VI 

The plan of giving the troublesome pupil special respon- 
sibilities appeared for the first time as a corrective meas- 
ure in this table. If this method is effective for difficult 
cases v^hy not use it for the occasional offender? 

Corporal punishment was administered on five of the of- 
fenders or in five percent of the cases. This method of pun- 
ishment has a much higher percent in all other classifica- 
tions reported in this study. Why administer corporal pun- 
ishment in handling the less difficult cases if so few of the 
more difficult ones were disposed of successfully by this 
method? 

The large niimber of kinds of offenses and the equally 
large number of punishments or corrective measures used, 
if 100 cases is accepted as an adequate number from which 
to draw conclusions, verify the writer's previous statement 
that there can be no one way of handling a certain problem. 

Lincoln" very clearly states the necessity of handling an 
individual case. He says, ‘The aim of all punishment or 
discipline should be self-control, power of self-governing, 
development of character: consequently, the means em- 
ployed must be as many as there are children, as changing 
as the needs of the school." 

If the classification of punishments as given in Chapter 
IV is accepted, the thirteen methovis of punishment or cor- 
rective measures used in handling the 100 difficult cases 
are classified as follows: 

(1) GOOD OR EFFECTIVE 

Five methods representing 82 of the cases 

(2) DOUBTFUL 

Three methods representing seven of the cases 

(3) LAST RESORT 

One method representing five of the cases 

(4) POOR OR INEFFECTIVE 

One method representing three of the cases 

^Lincoln, L. I., Everyday Pedagogy, p. 297. Ginn and Company, New York, 1916. 
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In addition to the above the three methods used (organ- 
izing class contests, ignoring the pupil, and advancing the 
pupil a grade) that are not classified in Chapter IV were 
apparently effective and reasonable. These facts would 
seem to indicate the necessity for careful study on the part 
of the teacher before she uses any of the kinds of punish- 
ments or corrective measures not classified as good or ef- 
fective. 


Five Pupils Responsible for 49 Disciplinary Problems 

Five pupils, who were reported the largest number of 
times as disciplinary problems, in the Las Animas schools, 
were responsible for 49 of the disciplinary cases. These 
cases are given to present both good and poor methods of 
punishment or corrective measures and not as difficult dis- 
ciplinary problems that were successfully solved. How- 
ever, three of the five seem to have been successfully 
handled. 

Pupil A. Eighth grade; IQ slightly below normal; only 
child; indulgent mother; father whose business took him 
away from home much of the time; reported fifteen times, 
two in September, five in October, one in November, two 
in December, one in January, one in March, one in April, 
two in May. 


OFFENSES 


PUNISHMENTS 


continued disturbance 

continued disturbance ___ 

cheating 

continued disturbance — 

fighting 

rowdyism . 

continued disturbance ___ 

rowdyism 

cheating 

stealing 

stealing 

stubbornness 

ungentlemanly conduct- 

defacing property 

continued disturbance 


enforced idleness 

corporal punishment 

assigned task 

detention 

deprived of privileges 

corporal punishment 

corporal punishment 

corporal punishment 

corporal punishment 

corporal punishment 

conference with father 

corporal punishment 

confidential talk 

assigned task 

...semi-corporal punishment 
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This case presents a good example of poor methods of 
handling a pupil as the two best corrective measures (con- 
ference with parents and heart-to-heart talk) were not at- 
tempted until the latter part of the year. As previously 
stated with reference to the methods of handling disciplin- 
ary problems, the immediate plan used for the offense at 
hand has been given. The principal and teachers attempted 
to appeal to this pupil’s higher ideals of behavior many 
times but the above offenses and punishments were the 
plans used at the time of each offense. 

Pupil B. Third grade ; IQ below normal ; oldest of large 
Mexican family ; reported ten times, two in September, one 
in October, two in November, two in December, two in 
January, one in February. 


OFFENSES 

continued disturbance 
continued disturbance 
continued disturbance 
continued disturbance 
continued disturbance 

stubbornness 

cheating 

disrespect to teacher- 

stubbornness 

fighting 


PUNISHMENTS 

confidential talk 

confidential talk 

confidential talk 

isolation 

isolation 

depriving of privileges 

detention 

semi-corporal punishment 

corporal punishment 

confidential talk 


This case presents an example of a teacher who was de- 
termined that she would appeal to the pupil in a friendly 
and kindly way and who finally won the pupil even though 
some more drastic methods were used. This pupil became 
an ideal member of the grade group when his lack of home 
training and other factors are considered. 


Pupil C. Third grade ; IQ below normal ; oldest of large 
Mexican family; reported eight times, two in September, 
one in October, two in November, one in December, two in 
January. 
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OFFENSES 


PUNISHMENTS 


cheating 

cheating 

cheating 

cheating 

stealing 

cheating 

cheating 

continued disturbance 


confidential talk 

confidential talk 

isolation 

isolation 

confidential talk 

detention 

semi-public reproof 
isolation 


This pupil was in the same room as Pupil B and the 
teacher again proved that the confidence of the pupil can 
finally be won as this pupil's conduct was greatly improved. 
His conduct was ideal, considering outside influences, dur- 
ing the last four months of school. 


Pupil D. Eighth grade; IQ slightly above normal; 
younger of family of two; talk of pupil and parents con- 
vinced teachers that parents are not congenial; step moth- 
er; reported eight timxcs, one in September, one in October, 
two in February, one in March, one in April, two in May. 


OFFENSES 

lighting 

lying 

continued disturbance 

lighting __ , ... 

continued disturbance 
continued disturbance 

rowdyism 

stubbornness 


PUNISHMENTS 

corporal punishment 

corporal punishment 

enforced idleness 

semi-corporal punishment 

confidential talk 

semi-corporal punishment 

corporal punishment 

assigned task 


This is another example of what seemed to have been 
poor methods of punishment by the teachers. 

Pupil E, First grade; high IQ; older child of two in 
family; seemed rather nervous; didn't know how to play 
with others ; wanted to have all of teacher's attention ; par- 
ents much interested in pupil's behavior; reported eight 
times, five in September, one in November, one in Febru- 
ary, one in April. 
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OFFENSES PUNISHMENTS 

stubbornness isolation 

stubbornness semi-corporal punishment 

stubbornness semi-corporal punishment 

petty offense semi-corporal punishment 

stubbornness conference with parents 

defacing property detention 

petty offense semi-corporal punishment 

petty offense depriving of privileges 


While the methods of punishment or corrective measures 
cannot be accepted as having been well selected, this pupil 
became one of the teacher’s “worshipers” after the teach- 
er and mother had a talk and came to a definite under- 
standing in the presence of the pupil. 


Summary 

The limited number of cases cited in this chapter indi- 
cates the necessity for the teacher to select good or effect- 
ive kinds of punishments or corrective measui'es if she ex- 
pects to successfully solve her disciplinary problems. The 
method of giving the troublesome pupil special responsibil- 
ities such as doing monitorial duty, running errands for the 
teacher, and being the teacher’s general helper, seems to be 
an effective plan of making a desirable pupil out of the 
general trouble maker. Teachers are, perhaps, many times 
the cause for pupils becoming “continued disturbers” be- 
cause of their failure to study the case and to select effect- 
ive measures of handling the individual problems. 



CHAPTER VI 


THE TEACHER’S RESPONSIBILITY 

AND 

LEGAL ASPECTS OF DISCIPLINE 

1. Good Discipline Essential 

The classroom teacher is largely responsible for the dis- 
cipline of the school. . the more recent theoretical 

emphasis indicates the need for more continuous teacher 
responsibility ... the place of the teacher is fundamental.’” 

The location of disciplinary cases in the Las Animas City 
and Bent County High Schools shows that 91.5 per cent of 
the offenses came under the teacher’s supervision and nat- 
urally the teacher must handle most of the offenders. 

The teacher who manages her room or school without 
any friction is generally in demand. The board or super- 
intendent is always concerned about the teacher’s ability to 
discipline when a new teacher is being sought. Failure and 
poor discipline are closely associated with each other. 

2. The Teacher, an Obstacle to Good Discipline 

“The teacher is sometimes the greatest obstacle to good 
discipline.” “ 

In discussing the ways in which the teacher may be an 
obstacle to good discipline, AvenP gives the following : ( 1 ) 
Tactlessness; (2) fear of incurring the dislike of parents; 
(3) not knowing what to do, and (4) “nagging”, scolding, 
worrying, fussing. 

Suggestions for overcoming the weakness of tactlessness 
are given as follows: (1) By being uniformly courteous 

Uiarris, P. E., Changing Conceptions of School Disciijline, pp. 337-338. The ‘Mac- 
millan Company, New York, 1928. 

2Avent, J. E., Beginning Teaching, p. 378. Published by the author, Knoxville, 
Tenn., 1927. 

^Ibid., pp. 378-381. 
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to all, regardless of how you feel; (2) by trying to learn 
the right thing to do and by doing it, and (3) by eliminat- 
ing all conduct which is unworthy of an adult lady or gen- 
tleman. 

Fear of incurring the dislike of certain parents in the 
community and thus granting special favors to such chil- 
dren is unfair and unjust. A teacher should give up her 
position before giving in to such a fear. 

The teacher who is not sufficiently well prepared to 
know what to do in the many circumstances, or to at least 
not let the children know that she does not know what to do, 
needs advice from an experienced teacher, supervisor, prin- 
cipal, or superintendent. 

The teacher who ''nags'' seldom knows that she is doing 
it. The only sure cure for this habit is to never start it. 

Avent' gives the following six causes for poor discipline 
on the part of teachers: (1) harsh treatment; (2) indul- 
gences; (3) weakness and hesitation; (4) lack of sym- 
pathy; (5) putting off what ought to be done, and (6) high 
temper. 

Even the inexperienced teacher may readily understand 
that any of these six causes would lead to poor discipline 
or the inability to discipline. The young teacher has a ten- 
dency to be too gentle rather than too harsh. The tempta- 
tion to let pupils argue and finally grant special privilege, 
just for the one time, soon leads to the exception being the 
rule. Rules should be carefully made but there should be 
no hesitation in enforcing them. The unsympathetic per- 
son is a misfit in the schoolroom. The teacher who sym- 
pathizes with her pupils soon gains their respect. The time 
to stop the violation of a rule is the instant it is violated. 
There may be times when some decision should be put off 
but the schoolroom is not the place to shirk duty. The per- 
son who cannot control his temper is also a misfit in the 
schoolroom. Teachers should cultivate control of their 
temper or seek some other profession. 

^Avent, J. E., Op. cit., pp. 381-385. 
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3. The Teacher, an Influence for Good Discipline- 

“The teacher is the agent who must embody the ideal of 
self-control and thereby make perfect discipline possible.” ‘ 

Under the heading, “Factors influencing for good disci- 
pline,” Avent" names the following factors and the teacher 
is directly responsible for all of them: (1) A hygienized 
school; (2) interesting work; (3) minor details of school 
management reduced to a systematic routine; (4) keeping 
all the pupils busy; (5) holding children responsible; (6) 
confidence in yourself as a disciplinarian; (7) a combina- 
tion of firmness and kindness; (8) children’s understand- 
ing of your requirements; (9) anticipating difficulties; 
(lU) knowing how children feel and think; (11) not gov- 
erning too much; (12) friendliness with parents; (13) 
mastery of subject matter ; (14) persistence; (15) justice; 
(16) dealing personally with an offender; (17) substitu- 
tion, rather than repression, and (18) a congenial person- 
ality. 

Each of these factors is discussed by Dr. Avent. To 
summarize briefly, the teacher is advised of the absolute 
necessity of making the needed arrangements for health, 
comfort and beauty as a preliminary factor in school con- 
trol. To make the work interesting the pupil must see the 
value of it and the child’s interests must be known to the 
teacher. Systematic routine of the minor details prevents 
mutiny and aids in the children’s behavior. 

The teacher must then proceed to keep every pupil busy 
and be prepared to give the more apt pupils additional 
work as needed. Each child must be taught his responsi- 
bility to the school as a member of the group. The require- 
ments in conduct must be met. 

The teacher must have confidence in herself as a disci- 
plinarian. The teacher must believe in herself. She must 
believe in the boys and girls. She must be firm, but kind- 
ness must ever be in evidence. The pupils must know that 

®Beery, R. C., Practical School Diacipline, p. 113. Published by the author. Pleasant 
Hill, O., 1916. 

®Avent, J. E., Op. cit., pp. 385-399. 
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the teacher means what she says. Of great importance is a 
definite understanding by the pupils of just what the teach- 
er means when she makes requirements of them. The teach- 
er should not punish for a violation if she has not made her- 
self understood by her pupils. 

The successful disciplinarian anticipates difficulties. She 
is quick to join the pupils in their fun and to “nip in the 
bud” the pranks that border on violation of rules. The 
teacher must get the pupils’ viewpoint. She must know 
how they think and why they act as they do. Friendliness 
is the teacher’s most effective attitude in winning the pu- 
pils. The teacher must be a leader. She must remember 
that she can and should be kind and gentle as well as strict 
and firm. 

The teacher must not overlook her friendliness toward 
the parents as well as toward the pupils. Her conduct with 
the parents should be above criticism and she will have 
their cooperation when needed with their own children or 
on other school matters. 

That the teacher must know the subject matter, be per- 
sistent and just, is self-evident. Any weakness on the part 
of the teacher in these respects will greatly hinder her use- 
fulness. 

The teacher whose influence naturally provokes good 
discipline deals with each offender personally and does not 
attempt to punish the group for the offense of one or a few. 
She seeks the help of all the pupils in making better condi- 
tions. She realizes that the principle of substitution must 
be applied rather than repression. 

A congenial personality is essential if these factors in- 
fluencing good discipline are practised by the teacher. Per- 
sonality can be improved. “Personality is, first of all, a 
composite of attitudes toward other people. Out of these 
attitudes come acts that impress and attract or repel 
others.” 



58 


School Discipline 


Morrison’ made a study of the traits that determine suc- 
cess in teaching. This study was made by personal inter- 
view with 40 employers of teachers. The ability of teach- 
ers to discipline ranked ten with a percentage of 22.5. The 
situations by which the meaning of ability to discipline was 
explained are as follows: 

(1) She keeps everybody doing something worth while 

(2) Trouble is anticipated and prevented 

(3) She has no favorites 

(4) She does not hold a grudge 

(5) She plays with the children 

(6) She consults the parents 

(7) She keeps her temper 

(8) She does not try to see everything 

(9) She seems to like her pupils 

(10) She gives pupils a voice in making plans 

The teacher who can qualify under these ten abilities will 
tend to be an ideal disciplinarian. Such a teacher may be 
an exception. However, the happy combination of these 
traits is not impossible. The exceptional pupils or “disci- 
plinary cases” would doubtless arise but they would be ef- 
fectively controlled by such a teacher. 

4. Teacher, Parent and Pupil Cooperation 

<1 

The teacher and parents are attempting to train the same 
children, and cooperation of all of them is essential if the 
best results are to be obtained. Such a plan has reduced 
truancy and secured the interest of the parents in their chil- 
dren’s school work. Many schools with the visiting teacher 
plan have practically removed the necessity of a truant of- 
ficer. This plan will probably be more effective in the 
smaller school systems but should be worth while in all 
school systems. 

It is probable that the plan of having the teacher visit 
each home should be one of the first duties during the first 

■^Morrison, R. H., “Traits Determining Success in Teaching.” The Teachers Journal 
and Abstract, Vol. I, p. 650 (October, 1926). 



Teacher’s Responsibility 


59 


month of each school year. This gives the teacher a knowl- 
edge of the pupils’ home conditions and she will be better 
able to know how to manage the pupils. The teacher must 
take the initiative in teacher, parent, and pupil cooperative 
plans. 

The first essential is to obtain the child’s point of view; 
not that his view is to be carried out but as O’Shea® says, 
“ .... to enforce discipline from the point of view of the 
adult alone is a serious mistake. The supreme concern ot 
the teacher must be to get the child’s point of view, and to 
work out his discipline accordingly, though not of neces- 
sity conforming to the child’s view on any occasion.” 

Two boys may swear on the playground. One boy has 
been taught that such language is wrong while the other 
boy may hear swearing at home and not realize that his 
conduct has in any way violated the school rules. English 
teachers have deplored the impossible conditions that exist 
in their work. They have correctly maintained that it is 
almost impossible to teach the boy not to say, “I ain’t got,’’ 
when he hears this and other similar expressions at home 
every day. The same added problem is met in many dis- 
ciplinary cases, but the teacher can only make the best of 
conditions as they are. The boy who knows better than to 
swear can be approached from his home training while the 
other boy can not. This example shows the necessity of the 
teacher’s knowing the homfe conditions and influences of 
her pupils. This knowledge is essential and no substitute 
has, as yet, been offered. 

Most parents want their children to do the right thing 
even though their standards of living may not be the best. 
Several years ago the writer had a “difficult case” of disci- 
pline. A boy had been reported by most of the teachers on 
many occasions. He had lied, stolen, and committed many 
other offenses. The father did not seem to be much inter- 
ested in the boy. Finally the father was called in and sev- 
eral of his boy’s misdeeds were reviewed with him. The boy 


®0’Shea, M. V., Everyday Problems of Teaching, pp. 65-66. Bobbs Merrill Company, 
Indianapolis, 1912. 
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was then called in before the father, and after a lengthy 
conference, the boy promised to reform, the father prom- 
ised to see that the boy was looked after outside of school, 
and insi^ed that the school make him “go straight” at 
school. The father seemed very much concerned over the 
past deeds of his son and as far as the writer knows the 
promises of this conference were carried out. This was a 
case of failing to get the parent’s assistance at the very 
first. 

Another example was given by a superintendent. A cer- 
tain teacher came into the hall and a small girl said, “Look 
what the cats brought in.” The teacher was very much 
disturbed over this apparent disrespect shown her, and im- 
mediately reported the child to the principal. The principal 
made an investigation and found that this expression was 
one commonly used in this child’s home and that nothing of 
a disrespectful nature was meant. In fact the child was 
very much in love with the teacher. But for a wise prin- 
cipal this innocent child might have been punished. It is 
true that such an expression is not used in the “best of so- 
ciety,” but the approach to this child was one of a decided- 
ly different nature after the home conditions or practices 
were learned. In the child’s mind there had been no dis- 
respect shown. 

Needless to say most parents use similar expressions at 
home and think nothing of them until their children repeat 
them at some inopportune time. The child’s actions in the 
lower grades are largely a reflection of his home. His 
school influences are gradually added to his early home 
training as he progresses through the grades. 

Parents often say that the teachers have more influence 
over their children than they have. The influence of the 
teacher is very pronounced with children. This again em- 
phasizes the necessity of the teacher’s knowing the home 
conditions of her children and the children’s point of view, 
if she is to direct them according to her ideals. 
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5. Authority and Responsibility of Teachers*-^ 

Because of our public school system, which places the 
child's relation between his parents on the one hand and 
the school authorities on the other, controversies invariably 
arise over questions of discipline. ‘‘It is cause for congrat- 
ulation that so few of these controversies appear in the 
courts." 

Teachers naturally must have the power and duty of cor- 
rection when pupils are placed in their hands. “The teach- 
er is an executive officer of the school, department of the 
government, and as such must enforce order and decorum 
in his school." "" The teacher's power must be regulated 
by such rules as are deemed necessary for him to perform 
his duties as a teacher and all must be reasonable. Much 
of his power is not derived from an affirmative action of 
the board. Emergencies often arise. However, the teach- 
er can not enforce a rule against the action of the board. 

“Rules are necessary for the orderly conduct of the 
school" . . . The obligations on the part of pupils of obedi- 
ence to lawful commands, subordination, civil department, 
respect for the rights of other pupils and fidelity to duty 
are inherent in any proper school system, and constitute, so 
to speak, the common law of the school. Every pupil is 
presumed to know this law and is subject to it, whether it 
has or has not been reenacted by the board in the form of 
written rules and regulations." 

Teacher's Right to Punish 

The state regulations pertaining to corporal punishment, 
suspension and expulsion are discussed in another part of 
this chapter. The teacher's rights are here given in a more 
general way. “It is everywhere admitted that a teacher has 
a right to inflict reasonable punishment upon a pupil for 

‘^Summarized from Truslcr, H. R., Essentials of School Law, Chapter 1, The Bruce 
Publishing Company, Milwaukee, 1927. Note: Legal citations are given for all 
statements by Dr. Trusler. 
io/6td., p. 1. 
ii/bid.. p. 2. 

i^Trusler, H. R., Op. cit., pp. 2-3. 



62 


School Discipline 


misconduct, by whipping or otherwise, for the purpose of 
maintaining the discipline and efficiency of the school ; and 
for this purpose the teacher may take the pupil beyond the 
schoolhouse or grounds. The teacher’s right in this re- 
spect is restricted to the limits of his jurisdiction .... 

“The pupil’s prior or habitual conduct or misconduct also 
may be regarded, although his conduct at the time of pun- 
ishment should be the main consideration.’’ 

“The punishment must not be inflicted because of any im- 
proper motive; and consequently it is unlawful if it is 
prompted by malice, spite, insolence, revenge, or caprice, 
anger, or bad temper. There can be no such thing as reas- 
onable punishment from a malicious motive.’’ “ 

Teachers should not use dangerous weapons to punish 
pupils. A teacher must be sure that the rule is not unreas- 
onable before administering a punishment for its violation. 

Teacher’s Civil Responsibility 

“ . . . a teacher is responsible in damages to a pupil that 
he has punished without cause, or immoderately, or with 
unfit instruments of correction, or with an improper mo- 
tive, or for the infraction of an unreasonable rule, or when 
the reason therefore is unknown to the pupil.” “Exactly 
when a teacher becomes civilly responsible to his pupil for 
punishing him, is a difficult question on which the courts 
are not entirely in accord. Roughly speaking there are two 
classes of cases in which this question may arise; (1) 
where the injury of which the pupil complains is tempor- 
ary, and (2) where it is permanent.” 

Teacher’s Criminal Responsibility 

“In punishing a pupil it is possible in theory for a teach- 
er to commit the crimes of assault, battery, false imprison- 
ment, or felonious homicide, according to the circum- 
stances.” 

^^Trusler, H. R., Op. cit., p. 6. 

p. 21. 

ifl/bid., p. 28. 

p. 8. 
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6. Reasonableness op Rules and Regulations^^ 

The difference of opinions as to what is reasonable 
makes it necessary to use great tact in school administra- 
tion of reasonableness of rules. Any rule made by a school 
board or any of its employees may be declared void by the 
court. State laws differ wudely on many school regula- 
tions. Rules must be made by officials having authority 
to make rules or by some of their subordinates. 

‘‘The teacher is responsible for the discipline of his 
school, and for the progress, conduct, and deportment of 
his pupils. It is his imperative duty to maintain good or- 
der, and to require of his pupils a faithful performance of 
their duties.'' It may be necessary to inflict corporal 
punishment or to suspend immediately for the best inter- 
ests of the school. If suspension is necessary the board 
should be notified at once. 

Examples of reasonable rules: (1) Requirement of Eng- 
lish compositions; (2) participation in commencement ex- 
ercises; (3) teaching modern languages in the common 
school; (4) suspension for tardiness and absence. 

Examples of unreasonable rules: (1) Compulsory wear- 
ing of caps and gowns; (2) denying the use of all cosmet- 
ics; (3) compulsory manual labor; (4) compulsory renting 
of textbooks. 

Examples of debatable rules: (1) Bible reading in the 
schools; (2) granting school credit for bible study outside 
of school; and (3) absence from school for bible study. 

7. Extramural Operation of Rules and Regulations^'*^ 

“Unaided by legislation, the teacher's authority outside 
of school (that is, during the general term, but outside of 
school hours and school premises) can be exercised only 
for the direct benefit of the school, not for its remote ad- 
vantages." 

1 '^Summarized from Trusler, H. R., Op. cit.. Chapter III. 
p. 85. 

i®Summarized from Trusler, H. R., Op. cit.. Chapter IV. 

20/htd., p. 135. 
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Compulsory attendance and health laws are examples of 
extending the jurisdiction beyond the school grounds and 
school hours. Any acts on the part of pupils outside of 
school hours that tend to injure the school may be pun- 
ished by the teachers. Immoral conduct has been judged 
sufficient reason to deny a pupil’s attendance at school even 
though the acts were committed during the summer vaca- 
tion period. 

Parents’ misconduct has also been given as sufficient 
reason to deny their children the privilege of attending 
school. Students may be required to study at home. Par- 
ents have been denied the right to select their children’s 
course of study. 

Vaccination as a condition of school attendance during 
the time of an epidemic has been declared legal as this rule 
merely requires the pupil to be vaccinated or stay out of 
school. Compulsory vaccination for the entire school is not 
legal. 

The requiring of health certificates has met with much 
objection but has generally been declared as being within 
the bounds of reasonable rules. 

8. State Rules Regarding Corporal Punishment, 
Suspension and Expulsion 

A questionnaire was sent to each of the State Superin- 
tendents of schools to obtain the state laws regarding cor- 
poral punishment, suspension and expulsion. The replies 
to the first question show that corporal punishment is per- 
mitted either by specific regulations or by no regulation 
against it in 45 states. Arkansas, New Jersey and Wiscon- 
sin are the three states prohibiting corporal punishment. 
Many of the state laws specify that corporal punishment 
must be reasonable and that bodily injury may not be in- 
flicted. 

The teacher, principal, or superintendent is given the 
authority to suspend pupils in 27 states. This authority is 
vested with the school board in the other 21 states. The 
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authority to suspend is delegated, by many boards, to the 
chief school executive officer. No limit on the time for 
suspension is made by 30 states. Eighteen states have the 
following time limits to suspension : 


To the end of the term 5 

Until the board acts 5 

Five days or less 4 

Temporarily 2 

One fourth of the term 1 

Not to exceed 30 days 1 


Total 18 


Only boards of education may legally expel pupils in 40 
states. This authority is given to the local school executive 
in Louisiana and South Carolina. Rhode Island, Florida, 
and Ohio have laws against expulsion, while Kansas and 
New York have the same law for all pupils who are of com- 
pulsory school age. One state superintendent reported that 
the laws of his state were so indefinite that no one knew 
who could legally expel pupils. The summary of the state 
laws on expulsion are, therefore, as follows : 


By the board of education - 40 

Law against expulsion 3 

Law against expulsion if pupil is of com- 
pulsory school age 2 

By school executive — 2 

Law too indefinite to decide 1 


Total 48 


Only twelve states require a hearing for the parents and 
pupil before expulsion. One state requires a hearing if re- 
quested by the parents. No reference is made on this sub- 
ject in the other state laws. The state laws regarding the 
question of giving the parents and pupil a hearing before 
expulsion are thus summarized: 


No hearing required by law 30 

A hearing required by law 12 

Laws against expulsion 5 

Law too indefinite to decide 1 


Total 


—48 
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9. Summary 

The teacher must necessarily handle a large percent of 
the disciplinary cases. She may prove to be an obstacle to 
or an influence for good discipline. The wise teacher se- 
cures the cooperation of both the pupils and parents in con- 
ducting her room or school. Order must be maintained in 
the school and the very nature of our school organization 
makes it essential that the teacher be given the authority 
to maintain order. The teacher, while she has the right to 
punish, must make her penalties reasonable or she may be- 
come subject to either the civil or criminal law. The state 
laws on the subject of corporal punishment show a gen- 
eral uniformity in that this type of punishment is only pro- 
hibited in three states. However, many of the state laws 
are silent on this question while others specify that the pun- 
ishment must be reasonable. The states are practically 
equally divided in delegating the authority to suspend to 
the boards of education and the school administrators. Ex- 
pulsion is a school board function in most states. Some 
states prohibit this corrective measure while two delegate 
this authority to the school executives. 
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GENERAL THEORIES AND PRINCIPLES 
OF DISCIPLINE 

1. The Real Problem 

The real problem of discipline is one of prevention 
rather than cure. The successful teacher is not necessarily 
the one who is capable of handling all of her disciplinary 
problems without assistance from the principal, but is 
rather the teacher who prevents problems. Rules and 
punishments will continue to be necessary as long as there 
are a few who refuse to accept responsibility as coopera- 
tive members of society. However, rules should be as 
limited in number and as flexible as possible. 

One teacher in commenting upon her most difficult 
disciplinary problem that was successfully handled said, 
*T believe that I have most successfully handled my stu- 
dents by being constantly watchful to prevent serious ‘out- 
breaks'. Trouble is easier to prevent than to punish." 

A knowledge of the general causes for misconduct, the 
underlying principles of punishment, and the most effec- 
tive corrective measures are essential parts of the training 
of every teacher. However, this information is only ap- 
plicable to a very small percent of the school group (4.2 
percent of the pupils of the schools included in this study 
were responsible for practically all of the disciplinary 
problems of any importance) . In order to reduce the dis- 
ciplinary problems to the minimum, the teacher must have 
an applicable knowledge of preventive measures. 

The preventive measures of disciplinary problems are 
discussed briefly under three general headings, namely, 
characteristic factors essential to reduce disciplinary prob- 
lems to the minimum, aids in discipline, and a study or 
survey of the problems. 
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(l) Characteristic Factors Essential to Reduce 
Disciplinary Problems to the Minimum 

In analyzing the literature (the books of the ten 
authors previously cited) this phase of the preventive 
measures was carefully checked. The following factors 
were presented as being essential characteristics and prac- 
tices for the teacher if she expects to reduce or eliminate 
disciplinary problems in her school : 

(a) A cooperative spirit between teacher and pupils 

(b) Pupils interested in their work 

(c) A sympathetic teacher 

(d) Few rules understood by all 

(e) Flexible rules 

(f) Responsibility accepted and performed by pupils 

(g) The use of proper incentives 

(h) A sense of honor, right, and duty created 

(i) A desire created for knowledge, efficiency, self- 
control, and approbation 

(j) School spirit and loyalty highly and sanely de- 
veloped 

(k) Skillful motivation 

(l) Effective and challenging questions given with 
all assignments 

(m) All general school plans and policies understood 
by pupils 

The above characteristics of wise preventive measures 
are given in the order of their frequency as discussed by 
the authors. No attempt has been made to determine the 
relative importance of each. 

(2) Aids in Discipline 

The following five general aids in school discipline are 
given as examples of preventive measures that the teacher 
may wisely use in her school and not as a complete list of 
disciplinary aids: 

(a) Student Participation in School Government. 
The emphasis must be made on the fact that the students are 
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participating in and not governing the school. This move- 
ment has been very widespread in the colleges and senior 
high schools and in a limited degree in the junior high 
school. A wisely directed student council may be very ef- 
fective. The desire for such an organization must come 
from the student body. It can not be placed in the school 
by the faculty alone and expected to function. Such plans 
as a general student body organization with its council, its 
courts and advisory boards have been used successfully in 
schools. The plan of the ‘'town'’ organization in the grades 
has met with success. 

Poole^ gives the following practical advantages de- 
rived through student participation in school government : 

(1) “It teaches principles and methods of govern- 
ment such as students need to know in later 
life. 

(2) “It trains in leadership, in self-reliance and 
self control. 

(3) “It minimizes the need for constantly watch- 
ing the behavior of students which is usually 
offensive to teachers and students. 

(4) “It promotes an atmosphere of trust between 
teachers and pupils. 

(5) “It teaches that liberty means responsibility 
and self-restraint rather than license. 

(6) “It creates a sense of common ownership of 
school property and a feeling of responsibility 
for its protection. 

(7) “It trains in independence of thought and 
action. 

(8) “It is a natural and profitable outlet for 
adolescent instinctive tendencies. 

(9) “It makes pupils better able to resist tempta- 
tion in college and business." 

(b) Athletics. Inter-class athletics may be wisely 
used to develop class spirit. Inter-school athletics should, 
if properly directed and supervised, develop the highest 
type of school spirit. Athletics furnish a means for keep- 


’Poole, C. F., Student Parti cijjation in School Control, p. 27. Unpublished Master of 
Arts Thesis, Colorado State Teachers College, Greeley, 1926. 
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ing pupils busy and applying their surplus energy in the 
right direction. Community interest in the school is also 
increased through athletics. 

(c) Playground Supervision. Many disciplinary prob- 
lems will be eliminated by means of proper and adequate 
playground supervision. Each school playground should 
have enough teachers in charge to assume supervision of 
all activities. The teacher who joins the pupils, who makes 
suggestions, who is looked upon as a member of the group 
and a friendly adviser rather than one who directs the 
play is the ideal supervisor. 

(d) The long period. The more recent change in the 
high school program, which has lengthened the recitation 
period, has tended to assist in the disciplinary problems. It 
has reduced the confusion in the halls as the number of 
periods have been reduced. It has greatly reduced the num- 
ber of pupils in the study halls. It has given the teacher, 
who makes wise use of the lengthened period, an oppor- 
tunity to help the weaker students and make possible the 
reduction of the number of failures. 

(e) Clubs and Other Extra-curricular Activities. 
Clubs have tended to create more interest in school work as 
they have made it possible for the pupils to select the activi- 
ties in which they are interested. Required clubs are in no 
way recommended or justified. Many studies have been 
made of school clubs. One of the most recent and compre- 
hensive studies^ gives the following aims of clubs: 

(1) “Clubs aim to develop self-reliance through 
responsibility. 

(2) “Clubs aim to form new and desirable habits. 

(3) “Clubs aim to develop self-confidence through 
experience. 

(4) “Clubs aim to secure the approbation of one’s 
fellows. 

(5) “Clubs aim to satisfy the demands of the 
‘gang’ spirit. 

^McClintock, R. D.. The Administration of the High School Club, p. 22. Unpublished 
Master of Arts Thesis, Colorado State Teachers College, Greeley, 1928. 
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(6) “Clubs aim to provide opportunity for self- 
expression. 

(7) “Clubs aim to develop initiative. 

(8) “Clubs aim to develop leadership. 

(9) “Clubs aim to create an interest in worth- 
while things. 

(10) “Clubs aim to encourage respect for authority 
and service. 

(11) “Clubs aim to reduce school mortality. 

(12) “Clubs aim to develop responsibility for the 
selection of leaders. 

(13) “Clubs aim to provide for the worthy use of 
leisure time. 

(14) “Clubs aim to promote school spirit. 

(15) “Clubs aim to provide opportunity for ethical 
training. 

(16) “Clubs aim to satisfy the social instincts.” 

(3) A Study or Survey of Disciplinary Problems • 

The general recommendations discussed herewith are 
made largely because of the results of the study of disci- 
plinary problems in the Las Animas City and Bent County 
High Schools during the year of 1927-28. 

The following results are claimed from the local study 
of disciplinary problems : 

(a) The number of disciplinary cases was reduced 
during the year. There were only about half as many 
problems during the last three months of the school year 
as during the first three months. 

(b) The principals and teachers made additional efforts 
to learn the home conditions of the pupils. However, this 
practice was not carried out in any high degree. But in 
1928-29 we plan to do this. 

(c) There was a decided improvement in the kinds 
of punishments administered after the teachers began a 
study of the kinds of punishments. 

(d) More definite corrective and preventive measures 
were used by the teachers. “Towns” were organized in the 
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grades, a more effective type of student participation was 
completed in the high school, and teachers were more care- 
ful in attempting to prevent disturbances than they had 
been in the past. 

(e) The complaints and objections from parents, as 
to the methods of punishments administered by the teach- 
ers, were decidedly less than the writer has ever exper- 
ienced. 

(f) The general behavior and cooperative spirit was 
much improved. The teachers made more definite efforts 
to make the pupils feel that they were their friends rather 
than their “bosses”. 

2. Child’s Viewpoint Essential 

The necessity of obtaining the child’s viewpoint is dis- 
cussed under the subject of rewards and penalties in an- 
other part of this chapter. However, this important con- 
sideration can not be overemphasized. One teacher, in 
commenting upon his most difficult disciplinary problem 
that was successfully solved said, “If the pupil can be made 
to feel the nature of his offense and its effect upon others, 
the case is largely solved. The right impression of the 
social aspect of the case, is, in my opinion, the best solu- 
tion. Punishment for a wrong is difficult and unpsycho- 
logical. Rather than punish, substitute correct standards 
and ideals.” 

This teacher has summed up the situation very aptly, 
but the child’s viewpoint is essentially presupposed in this 
statement. The immediate and remote causes for the of- 
fense must first be determined. The teacher should take the 
attitude that the pupil’s intentions were good even though 
he has not acted in accordance with the best ideals of his 
school. There should be an effort made to get the pupil 
to confide in the teacher. This may place an entirely dif- 
ferent interpretation on the offense as the pupil sees it 
and may further necessitate an altogether different ap- 
proach by the teacher. 
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A pupil sometimes gets the idea, and perhaps justly 
so, that the teacher thinks that everything he does is wrong. 
The opposite should be true and can be true if the teacher 
assumes the right attitude toward the pupil and the school 
in general. 

3. Purposes of Punishments or Corrective Measures 

In analyzing the ten books, referred to previously in 
this study, the purposes of punishments were tabulated. 
The results of this tabulation gave the following purposes : 

(1) Create an ideal of good conduct and cooperation. 

(2) Cure bad habits. 

(3) Teach respect for school and work. 

(4) Create good habits. 

(5) Prevent crime. 

(6) Satisfy the demands of justice. 

(7) Protect society. 

(8) Serve as a crutch to bolster up a tottering school. 

(9) Place stamp of disapproval on wrong doing. 

It will be readily noticed that some of the above are 
very closely related but the authors seemed to have made 
sufficient distinctions between them to justify the above 
classification. As in previous lists, no attempt has been 
made to place the purposes of punishments or corrective 
measures in their relative importance. They are given 
according to their frequency as found in the ten books. 

Griggs® gives the following results that should be at- 
tempted or realized from corrective discipline: 

“(1) It should aim solely at the eradication of the 
fault and the establishment or moral health in the child. 

“(2) It should realize punishments which are as natural 
as possible, logically flowing from the fault, and therefore 
teaching respect for laws of life and prudence in the pres- 
ence of the vigorous limitations nature sets to human ac- 
tion. 


sGriggs, E. H., Moral Education, pp. 169-170. B. W. Huebsch, New York 1905. 
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"(3) It should enforce the discipline that gives self- 
control and the power to resist wrong doing. 

“(4) It should waken love and pursuit of the virtue 
of which the fault is the distortion of negation.” 

In discussing the moral reasons for punishments 
Griggs^ also says, “Just punishment is one of two things; 
it is moral medicine or moral surgery.” 

4. 53 Magazine Articles Briefly Analyzed 

As a further check on what writers have presented on 
the subject of school discipline 53 magazine articles were 
analyzed. A brief summary of the phases discussed is 
given in the following general subjects with the frequency 
as indicated for each : 


Essential teacher qualities for good discipline 17 

Student participation in school government ...10 

Necessity for daily instruction in citizenship.... 7 

Aids in discipline 7 

Essential considerations in handling disciplinary 

cases 3 

Causes for poor disciplinarians 3 

Corporal punishment 2 

Necessity of rules and regulations 2 

Technics of school discipline 1 

Punishments, new and old, good and poor, principles 1 


Total 51 


With the exception of student participation in school 
government, and technic of school discipline, both of which 
are discussed in this chapter, no outstanding contributions 
were found in the magazine articles that were not found 
in the other literature and references made in preceding 
chapters. These articles have stressed the fact that the 
teacher is the determining factor in school discipline. 


^Griggs, E. H., Op. cit., p. 161. 
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5. Rewards and Penalties^ 

Most successful teachers realize that children must 
be rewarded for good behavior as well as punished for mis- 
conduct. Charters gives a splendid discussion of the ne- 
cessity of the teacher's making use of rewards and penal- 
ties. The following quotations present this author's views : 

''Satisfaction and discomfort are essential factors in 
character development."® 

"Satisfaction and reward and annoyance and penalty 
are fundamental in learning."'^ 

"To induce children to learn, we must reward them; to 
induce them to discard an activity, we must penalize them." 

These same principles are true with reference to good 
and bad behavior. The pupils who conduct themselves as 
ladies and gentlemen and maintain a high standard of right 
conduct in the school should be rewarded. The pupils who 
commit offenses against their school or fellow students 
should be punished. 

Again quoting from Charters, "If an action satisfies, 
we tend to repeat it; if it results in dissatisfaction, we 
probably discard it." Thus the responsibility is placed on 
the teacher to see that the acts of misconduct are associated 
with some unpleasant experience on the part of the pupil 
and her selection of the proper kind of punishment cannot 
be made without a knowledge of the pupil's likes and dis- 
likes and the causes of the misconduct. 

a. Rewards 

Charters gives three types or kinds of rewards or ap- 
provals, as follows : 

(1) Group approval. 

(2) The approval of an individual. 

(3) Personal approval. 

^Summarized from Charters, W. W., The Teaching of Ideals^ Chapter X. The Mac- 
millan Company, New York, 1927. 

^Ibid„ p. 212. 

Ubid., p. 215. 

^Ibid., p. 215. 

‘'Charters, W. W., Op. cit., p. 215. 
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Children are naturally interested in the approval of 
their grade or group and it is essential that such groups 
have the proper attitude toward right conduct. 

Most children value the approval of certain individuals 
very highly. It may be the teacher, and it should be the 
teacher if she has won the respect of her pupils as most 
successful teachers do. Such praise generally has a lasting 
and wholesome effect on the individual pupil. 

Personal approval comes from following an ideal. 
Here the pupil must have high ideals and must experience 
the satisfaction of carrying out his ideals. ‘‘One cannot 
be happy on the grounds that he is good until he has ex- 
perienced this inner pleasure of being good.''^^' 

b. Penalties 

As Charters says; “The teacher must make misde- 
meanors unpleasant if they are to be corrected. We confer 
a favor upon a child by punishing him; for only through 
pain, be it physical or mental, will he desert bad habits. 

“A penalty must hit where it hurts. To the child who 
is not made unhappy by corporal punishment, a whipping 
is not a penalty. A boy who does not greatly care for the 
opinion of the teacher will not be affected by his disap- 
proval. A failing grade means nothing to the pupil who is 
not interested in promotion. 

“To the one, however, who appreciates the approval of 
his group, disapproval is humiliating, and he will desert 
any action that wins censure. If the student is extremely 
anxious to make good grades, he will discard practices 
which keep him from that cherished end. If he wishes to 
make the athletic team, he will forego any actions which 
will prevent him from securing that honor.'^^i 

^“Charters, W. W., Op. cit., p. 230. 
i^Charters, W. W., Op. cit., p. 231. 
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Charters recommends the following methods of penal- 
izing : 

(1) Have children do their own disciplining by leav- 
ing those out of their play who do not play fairly or con- 
duct themselves properly. 

(2) Corporal punishment may be used for severe 
cases. The younger the child the more effective. Mental 
or spiritual pain is more effective for older children. 

(3) The natural consequence of a situation is often 
the best cure. Leave the boy behind who is late for a 
picnic trip. Disbelieve the boy who lies. Such a method 
is both impersonal and certain. 

6. Fundamental Principles of Discipline^- 

Beery gives five fundamental principles of discipline 
as follows; (1) The principle of suggestion; (2) the prin- 
cipal of approval; (3) the principle of initiative in co- 
operation; (4) the principle of substitution, and (5) the 
principle of expectancy. 

It is true that each child is different from every other 
child but there are certain general principles of discipline 
that may be applied and operated toward definite ends. It 
is evident that the five principles of discipline are very 
closely associated and that several or all of them may be 
embodied in the successful handling of one disciplinary 
case. 

(1) The Principle of Suggestion 

“. . . . the teacher's very life is a silent suggestive stimu- 
lus."'^' 

'The principle of suggestion can be defined or explained 
as the process by which associated ideas follow one another 
into consciousness." "Suggestion is always a stimulus to 
action." "The proposed action may be external or internal, 
a movement or an attitude."'^ 

1 “Summarized from Beery, R. C., Practical School Discipline, Part IV. Published 
by the author, Pleasant Hill, O., 1916. 

Beery, R. C., Op. cit., p. 119. 

^^Ibid., p. 120. 
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Teachers should not emphasize the idea of authority in 
the minds of the pupils. Too many rules invite disorder 
rather than order. The young minds are easily led and 
the responsibility is placed upon the teacher in making the 
proper and appropriate suggestions. Such suggestions are 
easily and rapidly transferred from one pupil to another. 
The proper kind of games, the proper kind of conduct, the 
proper attitude toward work and the proper ideas of citi- 
zenship may be best instilled into the minds of the pupils 
through suggestions by the teacher. 

Suggestions should be of such a nature that they lead 
to other activities. Hence, the principle of leading sug- 
gestion may be effectively used for more effective work. 

“Aristotle said, ‘Man is the most imitative of animals, 
and makes his first steps in learning by the aid of imita- 
tion.’ . . . Imitation is an inborn disposition which is not 
learned but precedes learning.”^® 

The natural tendency of children to imitate others makes 
the general principle of suggestion more easily applied by 
the teacher. 


(2) The Principle of Approval 

“The desire for approval appears early in childhood, and 
continues through life. It acts both as a restraint and as 
an impulse, and is often an active principle in human con- 
duct.”i« 

Approval and encouragement will meet a response from 
all children with the exception of the few who are so near 
ruin that nothing appeals to them. Such a method brings 
out the child’s best abilities. The character of the teacher 
determines the effectiveness of his approval or encourage- 
ment of the child. Certainly a teacher can find something 
about each child to commend. Too often teachers overlook 
this very important principle of discipline and their pupils 
become discouraged and naturally do not make use of their 
native abilities however small or large they may be. 

if’Beery, R. C., Op, ciL, pp. 131-132. 
p. 133. 
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(3) The Principle of Initiative in Co-operation 

“This work of directing the life of a child is especially 
represented by some act which brings satisfaction to the 
pupil and so begins an interplay of personal forces that 
leads the pupil to have confidence in the teacher.”^^ 

Cooperation between teacher and pupil must be initiated 
by the teacher. The pupils’ ideas must be respected. Leni- 
ency and tolerance, mutual understanding and sympathy 
are essential. Cooperation must not be confused with the 
deplorable practice of buying a pupil’s good behavior. In- 
dulgences should not be permitted. 

“Pupils cannot be taught to govern themselves if they 
are always governed by some stronger will. Children must 
be allowed to form j udgments of their own so that they can 
make their own good decisions.’’^* 

The teacher must be consistent. “The entire school 
should be treated as a unit.’’^® The teacher must be a 
companion of every pupil. The teacher’s conduct and atti- 
tudes outside of school must be consistent with her daily 
school life. 


(4) The Principle of Substitution 

“When dealing with vice, excite it not, but awaken a 
positive virtue. If a child has a fault, ignore the fact as 
much as possible, and develop his better nature. Encourage 
a virtue and a vice may disappear.’’*’® “Positive virtues 
make vice impossible. Aggressive goodness leaves no room 
for evil. Pronounced righteousness once developed in a 
child, the problem of his government is settled.’’-^ 

The above quotations may summarize the ideal but they 
present facts that the teacher must know and strive to 
apply in her daily school management. If a habit is to be 
removed a good one must be substituted in its place. The 

^"Beery, R. C., Oj). cit., p. 142. 
p. 172. 

iBBeery, R. C., Op. cit., p. 153. 
p. 155. 

p. 166. 
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principle of substitution must be applied in the school room 
and on the playground. The wise teacher becomes a leader 
rather than a supervisor. She is one of the pupils on the 
playground and substitutes worthy games through sugges- 
tions and substitution. 

(5) The Principle of Expectancy 

The teacher must have a firm belief in her pupils that 
they will succeed. Any fear expressed or implied on the 
part of the teacher, that an assignment may not be pre- 
pared or a request or command may not be carried out will 
almost invariably result in the fear becoming a reality. 

The well known story of the boy in Napoleon's army who 
did not know how to beat a retreat and caused the great 
general to change his order to beat a charge instead of a 
retreat is a good example of the principle of expectancy. 

The teacher who becomes suspicious of her pupils has 
lost her influence on them. Firmness by the teacher elicits 
both respect and obedience. 

Expect only the best of the pupils and they will give 
their best if the teacher has won their confidence. Give 
the pupils to understand that nothing is expected of them 
and they will do nothing. 

7. Two Corrective Measures Recommended for 
All Offenders as First Steps for Teachers 

The first thing a teacher should do after a pupil has 
committed an offense is to have a confidential talk with 
him. The next step should be a conference with the par- 
ents. The nature of the offense must necessarily determine 
the second step. The following general plans seem feasible. 
However, the writer is not sufficiently informed to recom- 
mend them as there are so many conditions that must be 
considered with each case: 

(1) A confidential (heart-to-heart) talk with every pu- 
pil who commits an offense of a minor nature. 
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(2) A confidential talk followed by a conference with 
the parents for all first offenses that are classified as 
major. The nature of the offense, the attitude of the pupil, 
and the past experiences in seeking the parents’ coopera- 
tion must be determining factors in the procedure with 
such cases. 

(3) Reasons for confidential talk. 

(a) To get the pupil’s point of view and reasons for 
misconduct. 

(b) As a means of convincing the pupil that the 
teacher wants to help him. 

(c) Only necessary step with many offenders. 

(4) Reasons for conference with parents. 

(a) Most parents are interested in the conduct of 
their children and have a right to know what they are doing 
at school. 

(b) Teacher and parent cooperation demands that 
the teacher take the first step in giving the parents an op- 
portunity to help in a joint effort in citizenship training. 

(c) This step will solve many problems without fur- 
ther consideration. 

(d) It will help to build up a general cooperative spirit 
between the homes and the school. 

8. Two Outstanding Weaknesses in the School 
Survey and General Practices 

The results of the survey of the disciplinary cases of the 
two school systems discussed in this study show two decided 
weaknesses in the methods of handling disciplinary prob- 
lems. The same is true of the practices found among the 
groups of teachers as given in the various summary tables 
of this study. The overemphasis and application of cor- 
poral and semi-corporal punishment and the failure to have 
confidential talks with the pupil and conferences with the 
parents seem to be general criticisms that may justly be 
made. It is very probable that few offenders are punished 
without first receiving a lecture from the teacher. It also 
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seems probable to assume, from the facts of the local school 
study and the data obtained from teachers, that the prac- 
tice of having a confidential (heart-to-heart) talk with the 
pupils is not as generally practiced as it probably should be. 

The summary of the 460 disciplinary cases given in this 
study shows that the offenses were committed by 235 dif- 
ferent pupils, 123 of these pupils were reported but once, 
68 twice and 44 three or more times. Yet the number of 
confidential talks is only 68 and the number of conferences 
with parents, as an effort to solve disciplinary problems, 
shows the surprisingly low frequency of twelve. This does 
not mean that only twelve parents were consulted about 
their children’s behavior but it does mean that only twelve 
cases were taken directly to the parents. 

The general facts from the 150 teachers from 40 dif- 
ferent school systems in Colorado present practically the 
same practices. Out of a total frequency of 725 punish- 
ments, representing 25 different kinds of corrective meas- 
ures, a confidential talk has only a frequency of 112 and 
conference with parents but 63. 

Corporal punishment was administered 51 times in han- 
dling the 460 cases and 33 times by the 150 teachers in 
giving the most frequently used punishments out of a total 
of 725. The use of semi-corporal punishment shows a 
total frequency of 63 in the former group and only four 
in the latter. 

The following reasons seem to explain the cause for these 
two general weaknesses in handling disciplinary cases: 

( 1 ) It requires much study of the case and a very careful 
approach if the teacher attempts to gain the confidence 
of the pupil and get his reasons for misconduct. 

(2) It requires a definite charge against the pupil and 
explicit facts regarding the case if the teacher is to discuss 
the matter with the pupil’s parents. 

(3) School administrators have been too much inclined 
to leave the disciplinary problems with the individual 



General Theories and Principles of Discipline 83 


teachers. They have given mostly negative advice to their 
teachers and left the impression, too often, that it is a sign 
of weakness when outside assistance is sought. 

(4) Parents have the idea that their help is not wanted 
by the teachers. 

(5) Corporal and semi-corporal punishments are easily 
and quickly administered. They require very little thoughi 
on the part of the teacher and seem to be effective because 
many pupils obey the rules and accept the teacher as the 
“boss” after she has administered corporal punishment. 

9. The Need for Techniques of School Discipline^* 

Rich presents the present status of school discipline in 
a very able way in an article under the above heading. He 
points out the fact that the aims of school discipline are 
not definitely established, presents several pertinent ques- 
tions, and sums up the present situations to show that there 
is need for much study on this question. The questions are 

(1) “Do the social habits acquired under school discipline 
have any value for the adult citizen of this republic? 

(2) “Do the habits acquired under school discipline pass 
over into habits of adult life? 

(3) “Do these habits provide a psychological basis for 
forms of judgment desirable for citizens of this republic? 

(4) “Does absence of discipline in school interfere with 
either the formation of such habits as are involved in the 
‘tool subjects’ of instruction or the acquisition of this in- 
formation in other subjects? 

(5) “To what extent is it the function of the schools to 
produce socially desirable habits?” 

The present situation is summed up as follows 

(1) “Indiscipline exists. 

(2) “Teachers are without technique to meet it. 

(3) “They are advised vaguely when in difficulty. 

22Briefly summarized from Rich, S. G., “The Need for Techniques of School Disci- 
pline.” Education, Vol. 43, pp. 161-157 (November, 1922). 
pp. 152-163. 

«*Rich, S. G., Op, cit,, p. 167. 
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(4) “They have only collections of devices offered to 
help them. 

(5) “Administrative officers are at least equal sharers 
in the responsibility for the situation.” 

10. The Problem of the Future-^ 

The problem of the future has best been stated by Harris. 
The influences which will determine the solutions of the 
problem are briefly summarized. “So far it appears cer- 
tain that in some guise or other the factors of authority 
and freedom, external dictation and action based on impulse 
are to remain in education, as in life.”-® 

There are at least three major influences that will deter- 
mine the extent to which “the opening wedge of articulation 
between authority and freedom” may be employed. Harris-^ 
states them as follows : 

“The first of these is the disintegrating effects upon a 
consistent employment of authoritarian control brought 
about by the accelerated transmission of the effects of 
change in local, personal, and group habits, attitudes, be- 
liefs and ideals 

“Second, the subtle but pervasive and ameliorating ef- 
fects of current, isolated instances of practice based on a 
conception of harmony between freedom and authority may, 
on the basis of the principle just stated, assist in improving 
the situation 

“Third, reliance must be placed upon the more formal, 
if slower, educational means of reconstructing established 
attitudes toward control.” 

Methods of control have changed with the medium of 
social control. Many of our changes in control have been 
“of a trial-and-error or trial-and-result character.” Educa- 
tion and control must be considered as synonymous. “The 

2 5 Summarized from Harris, P. E., Changing Conceptions of School Discipline, pp. 

842-347. The Macmillan Company, New York, 1928. 
p. 342. 

2'^/6id., pp. 342-345. 
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pressing problem of the present, ... is to propose new in- 
terpretations or meanings in place of certain conceptions 
or notions which, because of the force of tradition, have 
become unduly fixed in present educational thought and 
practice.”^® 

11. General Conclusions and Summary 

(1) The teacher’s business is to form not reform char- 
acter. 

(2) It is easier to cultivate good habits than to remove 
bad ones. 

(3) The best supervision and general school management 
requires the cooperation of pupils, teachers and parents. 

(4) No disciplinary problem can be effectively solved 
without first obtaining the cause for the offender’s misbe- 
havior. 

(5) Effective punishments must create a desire for 
better behavior. 

(6) Effective punishments must be positive, reasonable, 
just, natural, and impersonal. 

(7) Effective punishments must be either physically 
or mentally painful (mentally preferred at all times) and 
the pupil must understand the nature of his offense and 
the reason for the punishment. 

(8) Rules must be as limited in number and as flexible 
as possible. 

(9) Rewards for good behavior are just as essential as 
penalties for misbehavior. 

(10) The five general fundamental principles (sugges- 
tion, approval, initiative in cooperation, substitution, and 
expectancy) as given by Beery must be known, under- 
stood, and practiced by the successful disciplinarian. 


2«Harri8, P. E.. Op. cit., p. 344. 
2»See summary in this chapter. 
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Enforced idleness — Sending a pupil from the class room without giv- 
ing him special work to do. (See Isolation with work). 

Forced apology — Requiring a pupil to apologize to those offended re- 
gardless of whether he is sorry or not. 

Hazing — Pranks on the part of pupils which result in bodily injury to 
others. 

Heart-to-heart talk — A confidential talk with the pupil where his mis- 
conduct is discussed and an appeal is made for better behavior. 
This method should generally be used with all first offenders. 

Isolation — Sending a pupil from the group or room or seating him 
apart from the others in the room. 

Isolation with work — Same as isolation except the assigning of specific 
work which must be done during the period. 

Indifference to responsibility — An attitude on the part of the pupil to 
refuse to do his part as a member of the group. 

Lying — Refusing to tell the truth or denying having committed an 
offense. 

Mass punishment — An attempt on the part of the teacher to amend 
an offense by inflicting some form of punishment on the entire 
group for the misconduct of one or a few. 

Nagging — A fault-finding and “crabby” attitude on the part of the 
teacher. 

Personal criticism — Finding fault with the pupil and picturing his 
misdeeds rather than trying to find his good qualities and make 
him ashamed of his offense. 

Personal indignities — Similar to personal criticism only that punish- 
ment is inflicted before others. This may also be used as the term 
for some of the punishments listed under semi-corporal punish- 
ments. 

Petty offenses — Little acts of misconduct that in themselves do not 
amount to much but detract from the best results of the group. 
Examples — whispering, note writing, etc. 

Pupil reporting to parents — The plan of having pupils go home and 
tell their parents what they have done or take a note to their 
parents telling of their offenses. 

Quarreling — Petty disagreements that do not reach the state of bodily 
contact. 

Rebuke — A more severe talk to the pupil. An attempt to picture his 
offense as grave as possible. 

Restitution — Having the pupil amend for his misdeed by restoring 
conditions to their former state. Examples — fixing desks that he 
has defaced or destroyed in part. Replacing things stolen. 

Ridicule — To make light of the pupil. 

Rowdyism — Rough play or pranks. Examples — throwing chalk, 

wrestling in rooms or halls, etc. 
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Semi-corporal punishment — Mild forms of bodily punishment. Ex- 
amples — pasting mouth shut with tape, tying hands, using ruler 
on hands, slapping, shaking. 

Sarcasm — A criticism made in the form of a joke. 

Satiation — Having a pupil repeat his offense many times. Also called 
saturation. 

Stubbornness — Refusal to do as told without any apparent reason other 
than a strong will. 

Semi-public reproof — Correcting a pupil for an offense before the room 
or group. Also criticising him in this way. 

Threats — Telling a pupil that if he does a certain thing he will be 
punished in a certain way. Example — “If you talk again I’ll whip 
you.” 

Truancy — This term is used to apply to the pupil who does not report 
at school at either session or to the pupil who leaves school with- 
out permission. 

Ungen tlemanly conduct (also unladylike conduct) — Any acts on the 
part of a pupil which shows disrespect to those of the opposite sex. 

Vicious acts — An attempt of violent resistance or any act that shows 
physical resistance. 

Warning — A general statement that something will be done if certain 
offenses are committed. Example — “Anyone whispering in this 
room will be punished.” 
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rroii : 

rdr = {j\ — x){clj:^ — clr) + {ui — y){d!]i, — dii)+iz^ - e){d:^ — dz). 

OH : 

fif = dx^ + d‘ — If ^-i) “ 

- dx + *). 

Soieiit a, fi, Y ; y.^, les cosiiuis directeiirs cles tang-eiites aiix coiir- 

bes en M, dirig*ccs dans le sens des arcs croissants. Soieiit a, ;a, v les 
cosiniis directeurs de la direction positive de la droite MM^. La for- 
miile prccedeiite s’ccrit : 

dr = -f- + l-'-r' d" > 

et, si on introdiiit les aiig’les 0 , 0 ^ de avec les deux tangentes, on 
obtient la formule importante : 

dr = cos ds^, — cos 0 da. 

Supposons la droite MM^ taiigente a la premiere coiirbo et aormale 
k la deuxieme : 



et la formule sc recluit a : 

dr = — ds. 

Nous retrouvoiis ainsi les proprietcs^tles developpantes et des deve- 
loppees. 

Supposons la droite normale aux deux coiirbcs, Q — | -^ , 0i=± ™ , 

alors dr = o, r = et nous retro uvons les propridtes des trajec- 
toires ortho^onales des generatrices. 


C6ne directeur. Point central. Ligne de striction 

7 . — On appelle cone directeur de la surface le cone ; 

3c = u.Iq{v)^ y = s = 

Si ce cdne se reduit a uu plan, ce plan s’appelle plan directeur^ et 
les generatrices soiit toutes parallcdes a ce plan. 
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Lc plan taii^viit eu iin point quelcoiiquo Je la siirlace a pour cuefli- 
cieuts les ileterminaiits cleduits clii tableau : 

df + ndl^ d(j -p ndut^ dh + udiiQ 

Le. plan laucreiit an c6ue direcLeur le long* de la g-eiieratrice correspoii- 
daiiL a colic qiii passe par le point considere a pour coefbcieuls Ics 
dcHerininaiils deduits dii ta])leau : 

/q 

din^ diiQ 

Ces plans sont parallcles si u esl iufini. On a alors sur la surface 
lc plan taiig'eut an point a Tinfiiii sxir la g’ejjeralricc, qu’on appelle 
plan asymptote. Les plans asymptotes sont pavalleles aux plans 
fanyents au cone divecteur le tony des yenevairices coreespondanies. 

Dans une surface a plan direct eur^ tons les plans asymptotes sont 
paralleles au plan directear. 

Pour que les deux plans tangents a la surface et au cone directeur 
soient rectan^’ulaires, il laut que la somine des produits dos determi- 
nants [)recedejits soil nulle, ce qui donue : 

^Zl4f+u^Kdk 

'idlQ.df 4 - a^dl^^ 

c(juatiou du [jremier degrc en a. It exisie done en' yeneral sur Louie 
yeneratrice tin point ou le plan taiiyent est perpendiculaire au plan 
tanyent au cone directear^ c^sUd-dire au plan asympioie. C'esl le 
jmint central, le plan tangent en ce point s’appelle plan centnd. 

Le lieu des points centraux s’appelle ligne de striction. 

Xous supposerons pour simplifier = i, ce qui ecarto lc cas des 
surfeces reglees a gcacn^alrices isotropes. Alors S^oc//u=o et Tequa- 
lion en a qui doiine le point central se rediiit a : 

u"^dlQ- + ^dl^.df = 0 ; 

le point central existe done toujours, sauf si : 

= 0 . 

Dans cc cas la courbe spherique base du cone directeur est une courbe 
niiiiima do la sphere, e’est-a-dire une gcn(iratrice isotrope. Le cone est 
alors uii plan tangent an c6ne asymptote de la sphere, qui esl un c6iie 
isotropc, e’est un plan isotrope. Les surfaces coiisidert^es sont des 



SURFACES REGLEES 


I I 


.Hiirfacpn r(^ijlees a phni dirpcienv i.^atrope. Toutes sont iincin'inRires, 
Sfiuf le paral)oloule de revolution. 

Rptnarque. — Le plan taiii»'enl est indetermlne si Ions les detertni- 
iiants du tableau ( I'l sont mils. Aloes il existe ini Faetenr K tel qin? : 

(If -f- ucUq -r K/o = o, rhj + luhiiQ K/?io = o, dh -f //r//?,, -[- K//o = o ; 
ee qui exii^’e qne : 

(If pIIq /(• I 

dg dnio nu j = o . 

dh 7?o I 

Cette condition, qniexpriine qiiela generatrice consijeree rencontre 
la fic^neratrice infiniment voisine, pent avoir lieu pour des g-eneratrices 
exceptioiiiielles. Si elle est une identite, la surface est developpable. 
Pour trouver, dans ce cas, le point ou ie plan tangent est indotermine* 
multiplions par dh, diiH, dno^ et ajoutons ; nous obtenons : 

aldh^ + IdlQ.df = o ; 

c’est Tequation qui determine le point de contact de la g*eneratrice 
et de I’ar^te de rebroiissement pag*e (85). L’indetermination du plan 
tangent en ce point explique que la formule precedente, qui donne la 
lig’iiede striction pour une surface fcg-lee quelconque, donne I’arOtede 
rebroussement pour une surface developpable. G’est en effet le seul 
point de la generatrice d’uiie surface developpable oii le plan tangent 
ne soil pas confondu avec le plan asymptote ; et oil on puisse, a cause 
de rindcHerminatiou du plan tangent, consid^rer le plan perjiendicu- 
laire au plan asymptote comme tangent a la surface. 


Variations du plan tangent le long d’une g^n^ratrice 

8. — Proposons-nous de chercber Tangle des plans tangents a une 
surface reglee en deux points d’une meme generatrice. A cet effet, 



traitons d’abovcl le probl^?mc sui- 
vant : on donne une clroite A, de 
cosinus directeurs x, jb, v, et 
les coefficients de direction de 
deux droites qui la rencontrent, 
D (/;, y, r) et q\ d), calculei* 
Tangle V des deux plans DA et D'A. 

Considerons un triedre tri rec- 
tangle auxiliaire direct dont Tun 
des axes soit A; soient a^,S^ */; 
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les cosinus directeurs des autres axes, et soieiit, dans ce systeme, 
V, w et ii\ v'f lo' les coefficients de direction de A et A'. Alors : 


» — — r- f . 

^ vv' + win 

D’autre part : 

zz = a/) + jiy + vr, y = a'/3 + 

u’ = a/)^ +■ ii(/' + v' = a'// + p‘q' + yV, 

d’ou : 


][} =z(i”p + p'’q + yV 

w’ =r 3J'p' + ji V/' -(- y 


a'/3 + ^V/ + y V y”p + + yV a',6'y' 11 1 y? y r 

ay+|iV/ + yy 7y+?V/ + yV a^ynl /jV/V 

D’ailleurs : 

77w' + vv' 4- ww' = pp' + qq' -f rr\ 


d’oii : 

Alors : 


vv' + low' = lipp' — ly.p.'Ly.p' , 


« P 7 

“ P T 

p q r 

/> 7 '• 


V''2«2 p'q'v' 


^pp' — 2ay),2:«y — lup.lotp^ ’ P^l^qiie — i. 


Sous cette forme, on peut alors introduire les coefficients directeurs 
/, ;/?, 7? de la dii*eclIoii A. 


/ 777 77 
p q r 

'Ip, tip' 

Appliquons cette formule k Tangle des plans tangents en deux points 
AI, AT d'une m6me gen6ratrice. Nous prendrons pour directiojis D, D' 
les directions tangentes aux courbes u = : 



p =:df^ udk, q z=d(j ^ udmo, r = dh + iidiio ; 

p‘ = df^ u!dl^, q' = dq + u'driiQ, r' = dh -f n'dm ; 

le determinant de la formule (i) devient : 

/o df + udk df + wWo /fl dl^ df 

77?o dq + iidrn^i dq + n'dm^, = dm^ dq {a — n '} ; 

JiQ dh + iidn^^ dh + ii'diu /Zo djh dh 
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et : 


df d(j dh 

dl(\ dfiiQ dri^^ 


ti»' V 


— ^0 ~r "h fh~\ 


Iq mo 


2/y(^//*+ iidi,) 

l/o{d/+it'dIo) ^-udh)idf-\~u^dU\ 


Nous poserons : 


D = 


df dg dh 
dlo dn?(i dn^ 
U ///o m 


et pour simplifier le resiiltat, uoiis prendrous pour /q, les cosi- 
nus directeurs de la g*eneratrice ; alors = i, = o : nous 

supposerons, de plus, que la courbe x = f{d)^ y — g{d)n r = h{d) 
soit Lrajectoire orthog'onale des g'eneratrices, d’ou = o. Eidiii 

nous doterminerons u par la relation : 

-f ^dlo.df = o 

ce qui revient a prendre pour run des points le point central. 

Le denominateur devient ainsi : 


0 -h u^ldkdf + //' [ul^dU- 4- 'Zdl^df'\ | 


ce qui se reduit k : 


+ uZf/U//= ^plo-SVf 


et alors : 

■"* 2r//*2.2dV-(-r/Zo.f//T- ’ 

Ell posant : 

^dl,Kldf^^(Zdlo.dfy^ , 
D.S^/o- ' 


et eu remarquant quo id 
Cha.dea : 


(«) 


« = CM, on obtienl done fontude de 




V 



d’ou les consequences biencoanues suivantes, etqiii nesoul en deFaul 
que pour des g^eneratrices siiig^ulieres : 

lo Lornf/ne M denrii la generatvice d\ui bout a V aid re, le plan 
tangent (P) en M toiirne auiour de la generatvice ion jours dans le 
mdme sens, et la rotation totale quil effectue est de i8o^, En deux: 
points differents, les plans lang*ents sont diff<^rents. 
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2 ^' La division das points M ef la faisrarni das plans (P) sonf an 
aorrespondnnce hoinographique. 

3o Comme trois couples definisseut line homoj^raphie, deux sur- 
faces reglees qiii ont nne generntrice commune, at qui sonf fan- 
genfes en trois points de ceffe gmerafrica, sonf fangentes en tons les 
aiitres points de ceffe generatrire, c’esl-k-dire so raccoiTlent tout le 
long* de cette geueratrice. 

Cherchons a simplifier I’expressioo de Iv. Pour cela, remai'quons 
que : 




lU.df 


Idf' Id/o.df 0 

D2=: 

■LdU-df IdU^ 

'^hdh 


Idlo.dfldk' 0 


"-U-df 

S/o^ 


0 0 I 


= 'idLndp - (Sr/Zo-r// )^ 


d’ou : 

(3) 


K = 


U 


2(/V ■ 


Daus le eas ^(Wieral, on trouve de inftme : 


(4) 


K = 


2/o2.Sfl?/o2 ~ (2 /o£/Zo)^- * 


K est le para metre de distribution ; il est ratioiinel. La Formule ( 2 ) 
montreque, si M se deplace dans une direction qiielconque sur la g’ene- 
ratrice, le plan tangpent tourne, par rapport a cette direction, dans le 
sens positiFde rotation, si Kest positif; et tourne dans le sens neg*atiF, 
si K est neg’atif. 

Le sig‘ne de K correspond done a une propri6t6 igeometrique de la 
surFace. D apres (3) ou (4), le parametre de distribution est mil pour 
line surface developpable. 

Abstraction faite du sig'ne, la formule (3) met eu evidence que le 
parametre de distribution est le quotient de In plus ronrte distance 
de la generntrice consideree et de la generatrice infiniment voisine 
par Tangle de ces deux generatrices. Gar cette distance est 
D : >J'2idl^-^ et cet ang'le est \ ^dlf aux iufiniments petits pres d’ordre 
sup^rieur. 

Remarque. — Soient, sur une m6me g'cneratrice, deux points M, M 
oil les plans taug'ents soient re.ctang*ulaires. Les ana^les V, V' soiit lols 
que : 

tg-V.tgV'irz— I, 

d’ou, en verlude ( 2 ) : 

GM.CM'=^ — K2; 
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points (rune (jenernfrice on les plans taiujents sont re('tan(fu- 
Inires forment une involution dont (1 est le point (^enfral. 

Exempli^ /. — Surf are rnciendree par hs hinormah^s (rune r.ourhe 
ffauche. 

Soit ia courhe : 


x=f{x), t/ = {/{s'), 

avec les notations hahituelles, nous avons : 

df = arf.f, dcf = ^^ds^ 

Iq == mo = 

du — ds, dmn = I ds. 


: = li[s ) ; 
dh = •''ds, 

na =z -f, 

dno = ^ ds. 


Le point central est ici defini par n = o; la courhe est Ufjne de 
stricfion de la surface enrjendree par ses hinormales . Le parametre 
de distribution est ; 



%ds ^pds \'ds 
^ ds I' ds ds 
x’ &" y' 


*p2 


= T ; 


le parametre de distribution est egal an rayon de torsion de la 
courhe an point correspondant , La courhe est li£»’ne de striclion, tra- 
jectoire orthog'onale des generatrices et geod^sique. 

Exemple 2 . — Surface enqendree par les norm ales princi pales ii 
line courhe. 

On a ici : 

df= %ds^ dg — dh 

l{\ — “ ^ » niy) ^ ^ n^ 

dlo~i^—^ — ^ dx, dmu=^—^ — ^-^ds. dn„ 

le point central C est defini par Tequation ; 



= -'fds, 



Le parametre <le distribution est : 


K = 


RST^ 


Ri ^ T2 


X ^ 

R t R T 




X+ V. 
T 


U^T 

R2 + T4 ■ 
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Gherchons le plan tang’ent an centre de courbure 0 . La tbrmLile de 
Ghasles donne : 


, V CO 

ts’ V = 

^ 1 - 


MO — MC 


\ I 

— kV k^+t-J — k 


R 3 


R . 

■R 2 4 -T 2 "“ T ’ 


pour le point M, qui est sur la courbe, on obtient de m^me : 

, Ar CM T 

t^V=ir = -R’ 

done : 

V. tgT = — I. 

Les plans tangents en M et O sont rectanguLaires, ce qui est un 
cas particulier d’une proposition que nous verrons plus loin (| 12). 


Element lin^aire 

g. — Gherchons Telement lineaire d’une surface regime d^finie par 
les Equations : 

^=/(^) + y = 9{p) + umQ{v) 'Z — h{v) -f 

Nous en tirons, en notant par des accents les deriv^es par rapport 
y : 

i dx — {f + ul\)dv + kdtiy dy = {g^ -I- ujn\)dv + niodii^ 

\ dz = (Ji! 4- un’^dv rioda 

et : 

ds'^ = + 9 ^ dado + Grfn®, 

avec : 

E = F == iiW\ + S/q/*', G = 4- 

Supposons que /oWq/zo soient les cosinus directeurs, alors : 

SV=i, Wo= 0 , 

d’ou : 

E = I , F = S/o/, G = 4 - 4- S p. 

Ges resulLaLs s’obtiennenl directement en faisant le changemenl de 
parametre : 

\j E./z = ; 


du^ = yj Ei dll 4- ii do, 
2 v/E 


d’ou : 
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Xoiis obtenoiis bieu, 011 supprimant les indices, line expression de 
la Forme : 

ds^ =du- + ^Ydndi) + Vjdv^ . 

Supposons de plus que la couvbe ; 

^ =/(«)> y = 9^\ z — h'w) 

soit Lrajectoire orthog’onale des generatrices, alors : 

= 0, F = 0, 
et I’element lineaire se reduit a : 

r/52 = dif- + ; 

on devait prevoir qu’il serait de cette forme, car les courbes coordon- 
nees sont orthogonales. On arrive aussi a cette expression en posant ; 

da -h Ydv = 

d’ou : 

=z II + fFdv 

ce qui exige une quadrature. 

La variable n est definie a une coiistante pres, c’est une longueur 
portee sur chaque generatrice k partir de la meme trajectoire ortho- 
gonale. Pour preciser la variable u, considerons la direction de la 
generatrice : 

x = lo(o), j/=zm^(v), z = n^(v). 

Ces equations sont celles de la trace du c 6 ne directeur sur la sphere 
de rayon i ; nous prendrons pour v Tare de cette courbe ; alors : 

V 2 T 

M 0“ = I , 

et : 

G = + S/' 2 . 

Posons : 

S/'„/'=G„, S/s = G„ 

de sorte que : 

Cx = 4 - 2 ?/rxo + (i^. 

Les quantites Go,Gi ainsi introduites sont liees d'unefa^on simple au 
point central et au parametre de distribution. Considerons, en effet, 
I’involution des points M, JVf ou les plans tangents sont rectangulai- 
res ; son point central est le point. centi*al de la generatrice, et en 
designantpar K le parametre de distribution : 

CM.GM' = — KK 
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Le plan tan^*ent en iiii point n de la i:»*en oral vice a pour cooFlicionts les 
determinants deduils dii tableau : 

h ^^0 

f + ul\ + nw\t II 

tie intoe le plan tang'ent an point ii aura pour coeflicients les determi- 
nants deduits du tableau : 


///o 


//u 


f -h u'lU (f -h u'm\ h’ + u'n’a 

E.vprimons que ces plans tang'ents sont rectan§“ulaires. La sommo des 
produits ties determinants precedents, et par suite le [)roduit des 
tableaux, doit ^tre iiul, ce qui donne : 


I o 

I O (j^ -j- {jl -j- /7^) (jj-j -}- 77/7^ 

la relation d*involutioii est done : 


= o ; 


7/77' -f (77 4- 77') Go + Gi == O, 


ou : 


(77 + Go) (ii! + Gy) — Gq^ — G^. 

Le point central, etant rhomologue du point ii TinKni, est donne par 

77 + Go = o ; 

done — (jo est 1'// du point central. Desi»'nons-le pai* ; 


D’autre part : 
d’ou : 

Done : 


_ KS 

G, == Go^ + K2 = P‘^ 4* K2 = S/'"- 

G = 772 — 2uP 4 P® 4- K2 = (a - P)3 4- K2. 


Kn i4sume, .<ii u esi Varc de la irace da cone directear mr la sphere 
de rayon /, a la lonyaear portee sur la (jenerafrice a partir d'ane 
frajeefoire orfhogonolet Velemenf Unealre est donne par la form, ale : 

(i) ds^ = r/7/2 -f- l(n — P)^ 4 K^jda^- 

P eiani Vu du point central et K le pararnHre de distribution. 
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f 

u' 


GjL (Jo 

0 


"i'o «'o 

= 

(j„ 1 

0 

/o 

///„ )la 


0 0 

i 


liamavqm*. — (ieci pent servir u calculer le parnmetre de distrihu- 
tiou. Ell effet : 


= K2^ 


d'ou : 

I 'f] ■' 

(2) K = L\ m\ //'« 

/o itH fiQ 

ReciproqueniPiit, soil une surface dout relemeiit liueaire est de la 
forme : 

(M = dn^ -h — F')- + : 

cherchoris s'il y a des surfaces re£;‘lees applicables sur cette surface ; 
ies elements d'uiie telle surface re^lee serout determines par les 
relations : 




= 1 , = 0, = I . - P, = K2 4- P' 2 ; 

la derniere de ces relations s’ecrit encore, J'apres rexpression (2) de K, 

= — K. 


Nous pouvons d’abord nous doniier arbitrairenient le cone directeur 
de fagon a satislaire aux deux dquatious = i, i. H reste 

alors a satisfaire a trois equations liiieaires en f\ g\ dont le deter- 
minant n’est pas mil ; f\ //, // seront parfaitement determines, 
/*, //, h le seront a une constante additive pres, ce qui revient a ajouter 
a j:*, z des quanlites constaiites, c’est-a-dire a faire subir a la sur- 
face une translation. II ij a done une infinite de surfaces reglees 
applicables sur une surface reglee donnee^ de jnaniere que les gene- 
ratrices correspondent aux generatrices^ puisqu’on peut prendre arbi- 
tral rement le cone directeur. Remarquons que dans Telemeut lineaire 
lljTI-ure, non pas K, mais K', de sorte qu’en [larticulier il existe deux 
surfaces reglees aijant inline cone directeur, des paranietres de dis^ 
tribution egatix et de signes contraires et applicables Vane sur 
r autre. 

Pour avoir explicitement f, //, A, resolvons le systeme des equations 
lineaires : 

= o, = — P, — — K ; 

/u, n/o, ^^0 > icicosiniis directeui*s dedeux directions rec- 
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lang*ulaires. IiitroJiiisoiis line nouvclle direction de cosiiuis m,, /?o 
formant avec les deux precedeutes uu triedre Irirectaiig'le direct : 

0 — 

Le syst^me devient : 

S V' = 0, S/V' = - p, = - K ; 

d’oii : 

i /*' = •“ P/'o — 1 m/;/o//o — 

A' = — Ph'q — K(/o///o — 

On eii dcdiiit /, <7, h par des quadratures. 


La forme ^1" et les lignes asymptotiques 


10. — Nous pouvoiis prendre pour seconde forme foiidamentale 
(pag-e 27) : 


W (da, do)=:'^\d^x= 


d^x d^y d^z 


ij" +ul\)dv^+2l\dudo . . 

Dev Dij Dz 


/o . . 

Du Du Dll 


Dx Dij Dz 

Do Dv Dv 


+ w/o . . 


d’ou pour une expression de la forme : 

W(da, dv) = 2FUhidv + GV^^ 

F' etaut fonction de v, et G' un trindme du deuxieme degre en ii. Nous 
trouvons naturellement pour lignes asymptoliques les courbes du = o-> 
ou 0 = , qiii sont les generatrices. Les autres lignes asymptoti- 

ques sont determinees par Tdquation dijBfdreatielle : 

dll G' 

qui est de la forme : 

(i) J=R«2 + 2S« + T, 

R, S, T elaiit fonctioiis de y. G’est une equaiion de, liiccali, Rappelons 
les proprietes de ces Equations. 
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Supposons qiion conaaisse une integrcile cle cette equation. 
Posons : 

( 2 ) a = Wi + ”■ , 


du = du^ — . 


LYM|uatioii (i) clevieiit : 


^ ^ = R"i- + — + H -L -(- 2 Sm^ + 2S -!- + T ; 

dv 10^' dv w w- ^ IV 


mais etant iiitegrale de (i), 




do sorle qiie Teq nation devient : 


ce qiii est de la forme : 


2(Rtti + S)w + R, 


:=Qw-^. 


G’est line equation llneaire dont V integration s'ejfectue par deux 
quadratures, 

2 *^ Supposons quon connaisse deux integrales de reqiiation. 
Posons ; 

Mg = Wi H , 




Wq sera ime integrale de I’equatioii (3). Posons alors : 

(4) ^0 = + 0, 


div = duijj + dB ; 
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(3) devieuL : 

ou, cojiirne lo^ e>l iutesj-i-ale tie (3) : 


(5) 


do 


= yo, 


equation liiicaire sans deuxiome membre qui s‘iiiteg‘re. imniediatement 
par line seiilr quadrature : 



Jog 6— fOdr, 

0 = e 

3'^ Supposo/ts quon connalsse trais Inf eg rales u^^ tu, u-^ de Tequa- 
lion (i ). Oq corinait aloi's deux integTales de requatiou (3). Soit : 


fch 


ih — 


ii\ est integrale de (3), el par suite ou conuait uiie iiitegrale 0^3 de (5) : 


0„ = IL\ ~W^ = 


u-i — Ih 


Us ““ ih ih — Ih {Ih — tii) {u% — ;/i) 


Posous : 


(5) devifut : 


0 = 6o'l, 

5 


o„ + 4, — o-i,o„, 

0 r/n ^ T * ,/„ -5- * 


do ~ T 

on, com me est iiiteg raie de (5) : 

A d^ 


do 


0. 


est une coiistaute C, et Tiut^grale general e de (5) est 

(6) 0=C9o. 

L'eqaaiion s'inlegre completement par des operations algebriques. 
Si nous clierchons rexpressioa de Tintegrale gen^rale a en foactioii 
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desintegrales particiilit*i-es //5, nous avous, en vertii de (2;,(/i),('6), 

I 


1 I • I 

H — H 

ir I 


— 


+ e 


: //l -1- ■ 


Ut — Ui 


+ G 


Ii2 — Uz 


(WS — — ?fl) 


d'ou : 


I 


f / Ui 

d'ou : 


+ 


C (/^2 — Uj) 


Nn — Ui { U ^ ~ lti ){ U 2 — Ui ) ■ 


. ^3 — + G(«g f/s) 

(Uz — ai ){ u 2 — Ui ) 


C{,U - «,) = - („3 - « J = (3 . - £i )fe-^) , 

^ ?z — 7?1 ^ a — Z7i 


ou : 


U 7/2 , 7/8 Ha 

77 77, * 7/3 7/1 ’ 


(7) 


(7/, Wi, 7/o, 7/<j) = C. 


*1//?.?/ le rapport anharmoniqiie de qiiatre inteffrales quelconques 
(V line equation de Riccati esf constant, Eu remarquaat que, dans le 
cas present, ces iutegrales sont precisement les ii des points d’intersec- 
tion d’une g*eneratrice quelconqiie avec les asymptotiques, ou voit qiie 
qiiatre lignes asgmptotiques d line surface reglee coupent les genera- 
trices saivant an rapport anharmoniqiie constant, 

Remarque, — L’equation (7) resolue par rapport ii doniie: 


( 8 ) 


VC + -v, 
ViC + Vi 


Vo etant fonctions de v. La solution generale est done, par 
rapport k la constante arbitraire, une fraction du premier degre. 
Inversement toute fonction de la forme (8) satisfait a une equation de 
Riccati, car si on elimine la constante C au moyen d'une differentia- 
tion, on retroiiveune equation differentielle de la forme (i). 


Cas particuliers 

Si la surface reglee a une directrice rectilig*ne, cette directrice est 
une asymptotique, et on connait une integ'rale particulifere de Tequa- 
tion de Riccati (0. La determination des lignes asymptotiques se fait 
au moyen de deux: quadratures. G’est le cas des surfaces i^egUes a 
plan (lirecteur (une directrice a Tinfini). 

Si la surface admet deux directrices rectiiignes, ces deux droites 
sont des asymptotiques, et on connait deux int^grales parti culieres de 
r^quation (i). G’est le cas des surfaces conoides a plan direoteur, 

Vessiot 
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li lie faut plus aloi's, tl apres ce qiii precede, qu uiie quadrature pour 
determiner les lig'iies asymptotiques. Mais, eii realite, on pent les 
obtenir sans quadrature. 

Coiisldei'Oiis, 011 eflet, uue siirlaee reg'lee admettaut deux directrices 
rectiligiies. On pent efiectiier uiie transfonnation homog-raphique de 
laroa que l uiie des directrices s en aille a I iufiiii, la surface se trans- 
forme en 11 u conoTdc a plan directeur. 

Soil : 



rnjLialiou d’un tel coiiuide. Elle oquivaiit aiix equations : 

x — iu Ij = uv, r = 9 (uj ; 

les coefficients /, y/i, n du i)lan taus'eut doiveut satisfairc aux rela- 
lions : 


Zii 


dv Dp 


oil : 


fun -f = 0 > 


I + mv = 0, 
equations satisfaites si Ton prend : 

n — u, in = I = — o^^\v).’ 

L’equatiou dilferciitielle des lig'iics asyxniilotiques : 

W{clu^dv) — — — 'Zdldx — o 


est done ici : 

jo'(w)£/o + Di'{v)dv^du — ’^\v)dv.{vda + udv) + du.i{vi).do = o, 
ou : 

ir^\v),do- — 2'^\v)diido — o. 

XoLis trouvous la solution y=c^, qui nous douue les generatrices, et 
il ivste : 


zdu 

"uw- H ’ 


(I’uu : 


Lo<^c\o} = Log7/' — Log-C, 
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; 

on obtient ainsi sans quadrature les lignes asympfotiques dun 
conofde, 

Remarque. — S'll y a trois directrices rectilig'nes. la surface est uno 
surface dii second de^’re, eL est dqiiblement reglee. Les deux systemes 
de ]itj;-iies asyniptotlques sont les deux systemes de generatrices rectili- 
gnes, et on voit quo quritre generatrices dun meme systeine dune 
qiiadrique rencontrenf fes generatrices de I'autre systerne suioant 
un rapport anharinoidqiie constant. 


Calcul de la forme M‘ 

Cherclions roxpression gcnierale de la forme ^r. Inlroduisons pour 
cola les variables canoni({ues a. v qiii nous out pcrmis d’arriver a la 
forme typede I’eltunent liiieaire. Considerons letriedrede Secret de la 
courbe trace du cone directeur sur la sphere de rayon i qui a sou 
centre au sonimet de ce cone. La g'enerutrice est dans le plan 

normal a cette courbe : soit 0 sou angle avec la uormale principale; 
avec les notations habituelles, nous avons : 

I /q = d cos 0 + isiu 0, 

ni^ = cos 0 + sin 0, 

//y = y' cos G + y'' sin ^ ; 


! = /'» = 0 '(— a' sill 6 + z"eos 0 ) — (l cos 0 + ^ sin 9 . , 


et les analogues ; 
d’ou : 


9 '=^. 


Alors : 


mpt j, — Ua^n 0 : 


: //ioY — riop 
Jiol'o — i^n^o 
l^m' — inda 


7 .' sin 0 — cos 0, 
fi' sin 0 — p'' cos 0, 
/ sin 0 — Y^ 


et nous obteuons, au moyeii des formiiles ( 3 ) du § 9 (page 1 10), 

id\ =.{11 — P)/^o — K(;>/o/do — no//i'o)=(w — Pja— Ka'sinO-hKa^'cosO, 

( //-f iin\= .... ; 
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puis, en prenant les derivees par rapport a u, 

f + id\z=z — P'a -I- (£/ — P)^ — K'a sill 0 — K “ cos 0 -f 

ou : 

K'.shi e) + /.K'eosG, 

{ h’ + iiu\ =.... 


t)®' 


sill 0 -f cos e ~ K “ sin 0 4- K;- cos 0 


La tormuie du ^ lo devient done 

2 %Jadv + j^a ^ j + a' — K^siu 0 j + aM{'cosOj duK 
tt! cos 0 + a" sill 6 

(« — P > a — IW sin (). + Ka" cos 6 

Ge determinant est le produit du determinant des ueni’ cosinus par 
le determinant ; 


2 diidv + ^ 

0 

On obtieiit done : 

q‘ = K 


+ [n - 


-»')*■ (^- 

cos 6 

— K sill e 

P)[(„_p)2|i + 


K'siueVo^ 



OU enKn 

’!■ = i>.Kdudo - j (f/ - P) K' + KP'-5^ [(« - P)s 


K'cos 6. dv^ 

sin 6 
K cos 6 



dv'^. 


Le seul element nouveau qui intervienne esL la courbure ^’eode- 
sique^^de la coiirbe ()i:) sur la sphere. Get element suffit a deter-, 
miner (1 ) ; supposons en effet qiie loii se doiine : 



nous tivoiis vu plus haul que : 



cos 0 
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nous eii (leduisoiis les formules : 

(0 lifD=—^(v\ R = -cosO, 

qui doiineiit le rayon de courbure et le rayon de torsion de la courbe 
(^) en fonction de son arc u. On sait qiie la forme d’uiie courbe g’aiiche 
est ainsi entierement definie. 


Remarque. — Les formules (i) nous permettent de trouver la con- 
dition pour qu’une courbe soittracee sur une sphere de rayon i. Oji 
en tire en effet : 


(IK 

do 


= sin G. 


dB sin fi 

T ' 


d’oii, on rempla^ant par a* la lettre y, qui desio^ne Tare de (i:) : 


(2) R2 -1- T* = I ; 

Go qui donnela condition, nddentea priori, quele rayon de la splnVe 
osculatrice doit ^tre (^gal a i. 

Supposons, reciproqiiement, qiiecette condition soil rdaliseo. Nous 
pouvons poser : 


R =; — cos 0, 

d’ou nous tirons : 


La comparaison de ces equations avec les formules (r^ et ( 2 ) du § 2 
nous montre que I’une des developp^es de la courbe est (en faisant, 
dans les formules de ce § 2 , ;( = 8, n = — i) : 

X = f — a^cos 0 — tJ' sin 8, 1/ = — ^'cos 8 — ^"sin 8, 

s — h — ‘/cos 8 — 8. 

On en tire : 

a + + ^^eos 0 — sin 0 4- — I'eosBy ^ = 0 ; 

et, de mOme, dq — ds = o ; de sorte que cette d^veloppde est n^duile 
k un point, qu’on peut supposer 6tre Torigine, des coordonn^es. 


T^=sin 8, 

ds 
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. 11 ^^ 

Le plan normal a la courbe passant constamment a Torifi^'ine, on. a, 
d^s lors, ridentit^ : 

f.df -{- (fxl^ + h.dh =1 o. 

Done 

/‘2 ^ _l_ /^2 _ const. 

La courbe esl done bien une courbe spherlque, et le rayon de la 
sphere surlaquelle elle e.sttraet^e est ^sj^al a I’liiiite, piiisqiie tel est le 
rayon de ses spheres osculatric.es. 

Lignes de courbure 

1 1 LY^quation differentielle des lignes de courbure est [Ch. Ill § 7]. 
Zihj T^dv 

= 0 , 

ou : 

dii [(« — P)- + 

Kr/r. lu/f/ — j („_PjK'+KP'— 5ij^j'(/f-P)2+K2j|oi'„ 

(^’est-a-dire ; 

KrfH* — j (M _ P )K' -1- KP' — 9 (p) [(j? — P)8 + K^J j dtido — 

— K [■(« — P)s + K2] do^- = o. 

Telle est requation diftYi'entielle des iigacs de courbure, oii 0(0) 
repr^sente la courbure g6odesique do la courbe (S). 

Centre de courbure geod^sique 

12, — Considerons ime trajectoire ortliogonale des g^iK^ra trices, par 
ftxemple 0 i 
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cherchoiis sou centre de courbure fi;‘eodesique. C'est le point oi'i lu 
droite polaire rencontre le plan tang*ent. Or la i»‘eneratrice, etant nor- 
male a sa trajectoire orthog'onale, cst Tintersectioii dii plan iiorniai (‘t 
du plan tangent; le centre de courbure geodesiqiie est done h Pinter^ 
section de la droite polaire avec la generatrice, Le plan normal a 
pour equation ; 

= 0 ; 

la caracteristiqiie est dofinie par reqiiatioii pr(^ceJente et par : 

Pour determiner le centre de courbure g^oddsique, ilsuffit de deter- 
miner du point d’intersection de la droite prer-ederite avec la gene- 
rat rice : 

X = ftp) 4- ///o(u)» // = g(p) -f 777no(n), z = li{v) -j- 

La premiere equation se reduil a une identite. la deu.vieme donno : 
nS/o/^ — S/'‘ = o; 

mais ; 

0 , 

d’ou : 

S/'o/+ SV' = o; 

ot I’equation qui donne Vu du point cliercli^ devient : 

,/v/vr + 

ou [Equ (2) § 9] : 

— uP+.p-^+K^ = o; 

ce qui s’ecrit : 

Pf,/— p) = K2. 

Si G est le point central, M le point consider^} sur la tx'ajectoiro 
orthogonale, AP le centre de courbure geodesique, I’equation pnVe- 
denle donno ; 

GM.GlSr = - K2. 

Done les plans tangents en M et M' sont rectangiilaires (cf. p- io 4 ) - 
Ainsi le centre de courbure geodesiqae en uji point M dP une trajec- 
toire orthogonale des generatrices dune surface reglee est le point 
de la generafrice oh le plan tangent est perpendiculaire an plan Inn- 
qent en M. 
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Application. — Si nous cousidt*roiis mciiuteiiaiit (voir les fig*ures 
pag'es 28, 35 , 53 ) uiie coiirhe (G) tracoe sui* une surtace quelconque 
(S), les normales MN' a (C) taag’eutes a (S) eng'endrent une surface 
reg‘lee (It) \ surfaces (S), (Sf) etant taui>’entes tout le lon^ de (C), 
la courbe (C) a eu M mdme centre do courbure i^^ooclesique G sur (S) 
et sur (It) ; done G est rhomolog‘ue de M dans riuvolution des plans 
tang‘ents rectaii^ulaires relative a la i^’eaeratrice IMN' de (Zt) : Ip centre 
(Ip courhiipp cfpoclesique G est le point de on le plan normal a 
(C) est tangent a (Si). 

De m6me, le centre de courbure normale K, etaat sur la droite 
polaire de (G), est centre de courbure g-eodesique ea M sur la surface 
re^dee (S^) en§*eridree par les normales MX, meaees a (S) aux divers 
points de (C) ; il est done homolo,q‘iie a M dans rinvolutioa des plans 
tang*ents rectangulaires relative k la ^'eneratrice MN de (S^) : le centre 
de courbure normale K est le point de MX on le plan normal h (G) 
est tangent a (S,,). 

Pour la mOme raison, le centre de courbure G possede la mtoe pro- 
priete, relativement a la surface rd^lee eno'endree par les normales 
principales de (G) [Gf. page 106 \ 

Rptnarqae. — Les resultats de ce paragraphe devienneut evidents 
si on remarque que toute normale line courbe (G'l en un point M 
de cette courbe touche la surface polaire au point oii elle rencontre la 
droite polaire qui correspond a M ; de sorte que toute surface r^glee 
engendr^e par des normales a (G) est circonscrite k la surface polaire, 
c*est-a-dii*e tangente a chaque plan normal, le point de contact avec 
un quelconque de ces plans normaux 6tant sur la droite polaire corros- 
pondante. 
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CONGRUENCES DE DROITES 


Points et plans focaux 


I. — On appelle congruence^ oxxsgHieme de rngoiis, lui ensemble 
(le droites dependant de deux parametres ; toiites les droites rencontraiit 
deux droites fixes constituent une congruence ; de meme les droites 
passant par un point fixe, les normales a une surface : si, sur une sur- 
face, on consid^re une famille de eourbes dependant d’uii parametre, 
Tensemble de leui*s tangentes coustitue encore une congruence. 

Les propriotes fondameutales des congruentes formees des normales 
a une meme surface, qui joneiit en optique geometrique mi role essen- 
tiel, sont dues a Monge. Les piincipales notions de la tlieorie gcmerale 
des congruences out etc introduites par Hamilton. 

Une droite quelcoaque (D) d’une congruence donnee sera repre- 
sentee par les equations : 

.jc =/^n, w) + fi-ci (v, u/j, ij = g{v, w) + a,b{v. w), 
j = A{n, to) -b u.c{Vf w). 

Les equations : 

(2) x =/(«, w). y= g{v, w), s = h{v, w) 

definissent ce qiie nous appellei‘ous, pour faciliter le iangage, Ic snp^ 
port de la congruence; a, 6, c definissent les directions des droites de 
la congruence, ou rayons de la congruence passant par chaque point 
dll support. Ce support sera en g^nei'al line surface, et la congruence 
sera constitute par des droites de directions donates passant par tons les 
points d’lme surface. II peutarriver quey* g, h nedtpeudent que d'un 
seal ^aramttre, le support est alors une courbe, et partout point de la 
courbe passent une infinite de droites de la congruence, qui consti- 
tuent un cone.. Enfin y, g^ h peuveut se reduire k des coustanles, et la 
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congruence est constituee par toutes les droites passant par le point 
fixe de coordonnees f, //, h . 

Supposons qii’on etablisse une relation entre \\ u> \ cela i*evient a 
choisir droites de la congruence, qui constituent une surface reglee 
de la congruence, Les equations (i) deviennent ainsi les equations 
d’une surface reglee. (Jonsiderons toutes les surfaces reglees de la con- 
gruence passant par une (Iroite(D) de la congruence. Deux de ces sur- 
faces so raccordeiit en deux points de la droite (Dj. Nous allons montrei* 
que ces deux points sont indtq^endants des surfaces reglees que Ton 
considero. En d’autres tormes, sur chaqiie droite (D) de In congruence 
il exisfe deux points F, ¥’ nuxquels correspondent deux plans (P), (P') 
passant par la droite D, ef tels que toutes les surfaces reglees de la 
congruence passant par la droite D ont pour plans tangents en F, F' 
respectivenieni les plans (P), (P*). Ces points F, F' s’appellent foyers 
ou points focaux de la droite {D), les plans (P ) (P') sent les plans focaiix 
associes a F, F'. Pour demoutrorla proposition, cherclions le plan tan- 
gent en Lin point quelconque de la gen^ratrico (i). Les parametres /, 
//?, n de ce plan tangent satisfont anx equations : 

(3) la + jyib +• nc —o, 

(S') l[df + ji da) + ni(dg -f- a db) + n[dli 4- a dc) — o. 

Nous allons montrer qu’on pent choisir a de fai^on que le plan tan- 
gent soit ind^pendant des differentielles dvy dio„ et par suite indepen- 
danl dela relation exislant entre /n, e’est-a-direindf^pendant de la sur- 
face re‘glee. Developpous la deuxieme equation (3) : 



Pour que le plan tangent soit indcpeiulaiit de di\ du\ il faut et il 
suffit que Ton ait, a la Ibis : 



Les relations (4) et l.a relation (3) doivent <^ti‘e salisfaites pour des 
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valours non toutes miilos do /,/??, //, done loin* ilotermiiianl doit otri 


mil : 

a 


h 

r 


i.i) 

D;' 

1 

^ n~ 

^ -h /z — 

Da Da 

Da 

1 

4- w - 

Da 


ll 

^in 

-h ~ 

D/7 , :sb 

D»v' Zin 

D/i 

Zin 

, DC 

Dza 


Telle osl requatloii qiii donne les u des points foeaux ; elle est dii 
deuxienie de^*re, done il y a deux points foeaux ; le ])lan focal corres- 
pondant a chaenn d’eiix aura pour coefficients les valeurs do /, n 
satisfaisant aux equations (3) et (4j. 

Remarqu(\ — L'equatioii (5) ne peut.etre line ideiUile on a, (juels 
que soient v et in ; car le terme constant ne s’annule qne si le rayon do 
la cong’ruence est tangent an support : on pout done supposer le sup- 
port choisi de manicre que ce terme ne soit pas mil, pour le rayon 
coiisidere, s’il n>st pas siuijfiiiier. 

Oiiant aux cV|uatious (6) et (4) en /, 7?z, les relations entre les 
plans foeaux et le lieu des foyers, que nous allons etudier, montrent 
que le cas d’indetermi nation ne peutse pi'esenter aiiSwSi quo pour des 
rayons singuliers. 

11 faut, pour cela, que les mineurs du premier memb re de I’equation 
(5) soient tons mils; et, par consequent, que u soit raciiie double, 
e'est-a-dire que les foyers du rayon soient confondus. Mais cetle der- 
niere condition n’est pas siiffisante. 

Cesdeiix cas d’indetermination seront excliis, dans la suite, de cette 
etude : les proprietes des droites de la congruence que nous obtiendrons 
s’appliqueront seulement, en general, a des rayons non singiiliers. 

Les congruences formees, soit des di'oites dTin plan, soit des droites 
passant par iin point, sont les seules dont toutes les droites soient 
singulieres, ii run des deux points de vue precedents. Elies ont ete, 
implicitement, excliies dans ce qui precede. 


Surfaces fooal6S.’2.Courbes focales 

Le lieu des foyers s’obtiendrait sans difficulte. II siifnrait de tirer u 
de (5) et de porter sa valeur dans (i). L’equation (5) etant du deu.xieme 
degre donne pour u deux valeurs, de sorte que le lieu se compose de deux 
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parties distiiictes dans le voisiiiai^e de la (iroite fD). (Joiisideroiis I'liiie 
de ces parties; elle pent etre line surface, cjiie Ton appellera surface 
focale, oil line conrhe, quo Ton appellera rourhe forale, on hien elle 
pent se reduiro a im point, et la congTuence comprend alors toutes les 
droites passant par re point. En ecartant ce cas, on voit qiie le lieu 
des fovers pent se composer do deux surfaces, d’une coiirbe et (rune 
surface, on de deux courbes. 

1 ° Supposons qu’nne portion dii lieu des foyers soil une surface (4>). 
Prenons cette surface com me support de la coni^ruence ; Ti^quation (o) 
a pourracine a = o, done : 

a h r 

Tsf ^ M 

TSv = O. 

Iff ^ 

D/e dw ^fv 

Ceci exprime que la droite (D) est dans le plan tan,i>‘ent k la surface (<I>) 
au point M (« = o), qui est run des foyers, soit F. Ai.nsi les drolies 
de la congruence sonf fangenfes a la surface focale au foyer corres- 
pondanf, Cherchons le plan focal correspondant a F. Ses coefficients 
/, m, n sont d^termin^s par les (Equations : 




D’apres la condition pr^cedemment ecrite, ces equations se reduisenl a 
deux, et expi'iment que le plan focal correspondant au foyer F esf le 
plan tangent en F a hi surface Toutes les surfaces reglees gaa- 
ches de la. congruence sont circonscrifes a la surface focale, Le cas 
des surfaces d^veloppables sera discute pjus loin [| 2 ] : il t^chappe au 
raisonnement precedent, siF est iin point de Tar^te de rebroussement. 

2 “ 11 resulte de- ce qui precMe que si le lieu des foyers F, F' com- 
prend deux surfaces focales (4>'), les droites de la congruence 

sont tangent es aux deux surfaces focales,, les foyers F, F' sont les 
points de contact^ les plans focaax sont les plans tangents aux sur- 
faces focales aux foyers correspondanis, Le lieu des foyers coin- 
cide avec C enveloppe des plans focaux. 
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Recipromwmeni , etaiit doimees <letix burfaces quelconques 
lours taii^entes communes depeudent de deux paramctres. En eflet 
soil F uii point de (d>'n Considerons le plan eii F a (<I>) ; il 

coupe suivant uiie certaine courbe ; si nous meiions de F des tau- 
«*entes a celte courbe, ces droites, qui soiit tans^entes aux deux surFa- 
ces soiit delermiiiees quaiid ie point F est determine ; elies 

dependent d’autant de parametres que ie point F, done de deux para- 
metres; elles constituent une conqTiience, dont les surfaces re^lees 
sont circonscrites aux surfaces ( 4 »'), qui sont les surfaces focales. 

Si les surfaces (d>'), ( 4 >'j constituent deux nappes d’uue meme sur- 
face (S), comme cela arrive en g*eiieral, la congruence sera constituee 
par les tang'entes doubles de la surface (S). 

3 ° Supposons qii'une portion du lieu des foyers soit uoe courbe (cp), 
<]Lie nous prendi’ons pour support de la congruence. Alors (f, h ne 

dependent que d’liii parametre, v parexemple ; ^ ^ , ~ sont nuls, 

et // = 0 est raciiie de requatioii ( 5 ). Si les droites cPii/te congruence 
renronirent line courbe Jixe, les points de cetfe courbe sont des 
foyers pour les droites de In congruence qui y passent. Cherchons 
le plan focal cori*espoudaiJt. Ses coefficients sont determines paries 
equations : 


la 4* mb + nc = o, 


/ + 
Dy 




D/^ 


Done le plan focal passe par la droite (D) et est tangent a la courbe 
focale. Toates les surfaces reglees gauches de In congruence passent' 
par la courbe Poeale^ et en im point M de cefte courbe sont fangentes 
an plan tangent a cetfe courbe passant par la droite (D). Le cas des 
surfaces developpables sera ^tudie an | 2. 

4*^ Supposons qu’il y ait une surface focale et une courbe 
focale (cp') ; la congruence est constituee par les droites rencon- 
frant ('p') et tangentes a (<!*). On a imniediatement les foyers et les 
jdans focaux, d'apres ce qui precede. Reciproqnenient, les droites 
rencjnirant ime courbe (f) et tangentes a une surface (<1>) consti- 
tuent une congruence qui admet {d) et (<1>) pour lieu de ses foyers. 

50 Supposons qu’il y ait deux courbes focales (o), La con- 
gruence est constituee par les droites rencontrant (9), (o'), et ses sur- 
faces reglees gauches contiennent les deux courbes focales. Recipro-^ 
qaement les droites rencontrant deux courbes donnees constituent 
line congruence qui admet ces deux courbes comme courbes focales. 
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Si ('ij, ('/) voiistitueul deux ])arLies d’lmo meaie coiivbe (c‘j, la coii- 
j^Tueiice est coiistituee par les droites rencoiilrant (c) eu deux points, 
c’est-ii-dire par les cordes de (r). 

Cas singuliers 


Vovoiis dans cpiels ras les deux Fov(‘rs soul eoufundus sur toiites les 
droUes de la congTiunicc. 

D’ap,res la definitioji memo des lovers ot des [)laus Idcaux, coux-ci 
sontaussi confondiis, et reciproquement,car les plans fbcaux soat tan, 
s^’entsa uuenieine surface re^'leeaux fovers correspoiidaiits, et, ainsi, 
qu’ou le verra au § 2 , on peul sup[>oser (|ue cette surface re<»‘lee u’est 
pas developpable. 

I® Exaininons, eii pj'emier lieu, lecas de deux surfaces focales con- 
foudiies. Considerons d’abord, a cet eflet, uiie surface focale (<I>) d’line 
coiig'iuencequelcoiu|ue ; en chaque point F de cette surface esttangente 
line droite (D) de la congruence. Si on associe ces points focaux et les 
droites coiTespoiidautes, il existo sur la surface une famille de courbes 
taiigentes en chacun de leurs points a la droite coi-respondaiUe de la 
congruence. Preiions, pour le niontrer. la focale (<l») coinme support 
de la congi'iience : la droite (D) est tangente a ce su[>port, ses coeffi- 
cients directeiirs soiit done, Pet 0 etant des fonctions de d, u\ 


« = p£/+o^, 
dr ^ Ziv 




C 


= P-- + Q 

■ Dr ^ 


dh 


Soit une courbe de la surface dofiuie cii exprimant 0 , fo en fonc- 
tion d’un parainetre ; les coefficients directeurs de la tangente soiit : 

d,r . dio, dy = . dv + ^ . dw^ dz = . do + ~ . dio : 

:sw Dr D«r Dr 7>w 


et pour que cette tangente soit la droite (D), il faiit et il suffit que : 

do dio . 

Y~'\y 

Pour determiner Tun des parametres u, w en fonction de Taiitre, on doit 
done integrer une equation differentielle du premier ordre. La famille 
de courbes ainsi determinee depend dbui param6tre : prenons-la pour 
famille a> = c^^.Alors les coefficients de direction des rayons de la 
cougriieiice seront : 

r — — * 

Dr ’ Dr ’ Dr ' 
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et les equations q'enei'ules <le ces ra\ous s'ecriroiil : 

(6) ./•=/((..«.) + «« Ij- y = + 5 = //{£>,«’) + M^. 

L'equatioii aux points ibcaux (5) deviendra : 


IL 

^JL 







-- + u 

dV 

+ U—^ 

+ 

1 

~ M ^ 


q_ u — iL- 

D/^ , 
r V u 

1>W 


?v- 

^Vi 

7Sv'!>w 


et on retraiK'hant la premiere li^me de la denxieme. a vieiidra ca fac- 
te ur. 

Gela pose, supposoas que les points foaiiix soieat, deux a deux, 
confoudus : il faut et il siiffit, pour cela, que le dcHermiuaal s’aanule 
encore pour «/ = o, ce qui donne : 


V 



Sv 

Dp 


oy 

% 




D£>2 

2/‘ 




D//» 



ou E' = o. Cela exprime que Tequatioa des ligaes asymptotiques de 
la surface (<!>), qui est : 

K'clv- + ^F'do.div + iVcIw- = o, 

est satisfaite pour div = o ; c’est-^-dire que les coiirbes w = soat 
des asymptotiques de la surface (‘P). Aiusi les conffvneaces n siu'- 
face focale double soul constitiiees par les taiujentes aux lifjnes 
asymptotiques dune surface quelconque, non developpable. 

L’hypothese d’une focale double developpable se troiive exclue de 
uotre conclusion, parce que les asymptotiques etaat les generatrices, 
leurs tangentes ne dependraieiit plus que d’un parametre. 

Nous reviendrons su’r cette hypothese au § 3, et nous verrons 
qu’elle est inadmissible. 

2 ® Gonsiderons maintenaat le cas de deux courbes locales coafoa- 
dues. Prenous la courbe focale double ( 9 ) pour support : /, q, h sont 
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fouctioiis de o senlemeut. Expiiinous alors qiie I’equatioii ( 5 ; admet 
pour racine double // = o, nous obtenons la condition : 


a 

b 

€ 

If 


Zh 

Dc’ 

7>C 

Zo 

Z(f 

Zb 

Zr 

2iW 

ZW 

Zw 


Les droites (D) do la cong’nience passant ])ar uu point F de la courbe ("j) 
eng'endreiit un cone. Le plan tangent a ce cone a pour coefficients les 
determinants deduits dii tableau : 

a h r 

Za ' 

:sw 

et la condition pi^ecedeute expriine que la tang-entc FT a la courbe 
focale esl dans le plan tangent an cone ; ceci devan t avoir lieu quelle 
que soit la gciieratrice du cone que Ton cousidere, to us les plans tan- 
gents au cone passent par FT, et le cdiio se r^duit a un plan. Une co Ji- 
ff raence a courbe focale double esf eiigeiidree par les droites qiii en 
chaque point F d'une courbe (9) rayonnent nutour de F dans un 
plan passajtt par la tanyente a (9) ; et reciproquement. Ici Tenve- 
loppedcs plans focaux ne coincide plus avec le lieu des points focaux. 


D^veloppables de la congruence 

2. — Cberchons si Ton peut associer les droites de la congruence de 
fagon a obtenir des surfaces developpables. Reprenons, k cet effet, les 
equations de la droite (D) ; 

(1) .r = f{o,w) + u.a{v,w), ij = g{v,io) + u.b(u,w), 

5 = h{o,fo) 4 - u -0(0,10) ; 

la condition pour que cette droite engendre une surface developpable 
est [ch. V, I I, equ. ( 5 )] : 

a b c 
du db do = o, 
df dff dh 
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i:>AJ 


Oil : 

(2} 


du j , I 

^ dv +• ~ dm 
ZVy Dz/’ 


^ ///) -f ^ 

Dt» 


r 



Telle est requatioii ditferentielle qui exprime que la droite de la coa- 
oTueiice entendre line surface developpable. Elle est de la forme : 

Ar//»- + tiBciiKchn -f- Cdw- = o ; 

elle doniie deux valeurs poiir-^ , il v a done deux families deoo ^ deve- 
^ (ho 

loppables engeudrees par des rayons de la cong’riience, qifou appelle 
developpables de In congruence. Par chaqiie droite de la congruence 
pnasent deux deoeloppables de la congruence. 

Gherchons les points de contact de cette droite avec les aretes de 
rebroussement. La valeur de u qui fournit les coordonnees (i ) dc ITin 
de ces points doit verifier les equations ^ch. V, | i, equ. (4), : 

I df-\- u.da a.d^ = o, 

^ dg -j- u.dh “4“ h.d^^^ o, 

( dh -h u.dc 4- c.do = o ; 

ou ; 



Elimiiiaut, eutreces equations, do^dw^ c/p, nous obtenons pour determi- 
ner Tw du point de contact de la droite avec Tarete de rebroussement, 
Teq nation (5)- [| ij qui donne les points focaux. Done points on ime 
droite ( D) de la congruence touche les aretes de rebroussement des 
deux deoeloppables de la congruence qui passeat par cette droite sont 
les foyers de la droite (D). 

Ces resultats peuvent s’obtenir sans calcul. Soit, en effet, (A) Tune 
des deux developpables qui passent par (D) ; Tun au moiiis des foyers 
u’est pas sur son arMe de rebroussement : sort F ce foyer. En ce point, le 
plan taug-eut a (A) est le plan focal (P) associe a F. Au foyer F^, le second 
plan focal (P^), qui est different de (P), doit otre tangent a (A) : cela 
exige que F' soit sur Tavele de rebroussement, puisque, (A) etaiit deve- 
loppable, le plan tangent est le plan (P) tout le long de la gen^ratrice, 
Vessiot 9 
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sauf au point oil (D) est taasfente a I’arete de rebroussemeiit, pour 
lequel le plan tang-eiit est indetermine. 

Oil Yoit aussi qiie le plan tangent^ le long de (D), a une des deoe- 
loppables de la congruence qiii passent par (D), e$i le plan focal 
associe an foyer qai nest pas sur I'arSte de rebroussement de cette 
deueloppabh. 

Si la developpable est uii cone ou un cvlindre, il faut interpreter les 
resultats precedents en considcrant le sommet de la surface, situe a 
distance finie ou infinie, comme coiistitiiant Tarete de rebroussement. 

On peut dire, d’line maniere g^enerale, que chaque rayon (D) est 
rencontre par deux rayons in finiment voisins : les points de rencon- 
tre sont les foyerSs les plans passant par (D) et par chacun des deux 
rayons infiniment voisins sont les plans focaux^ et le plan focal 
Journi par Van de ces rayons est associe au foyer fourni par V autre. 


D^veloppables et surface focale 


Supposoas que le lieu des points focaux compreniie une surface («!>). 
11 r^ulte de ce qui precede que toute developpable de la congruence 
est circonscrite a cette surface, ou a son ar^te de rebroussement sur 
elle. Examinons les choses de plus pres. 

Ell chaque point F de la surface {^) passe une droite (D) de la coii- 
i’Tuence, langente en F k (<I>), et admettant F pour foyer. Nous avons 

montreincidemment, page 126, qidil existe 
sur la surface une famille de courbes 
(A) tangentes aux droites (DV La develop- 
pable qui a pour arSte de rebroussement 
line de ces courbes (A) est une developpa- 
ble de la congruence. Nous obtenons ainsi 
une des families de d^veloppables. Gonsid6- 
ronsalors les courbes (G) qui ferment avec 
(A), sur (^), un reseau conjugu6, et la deve- 
loppable enveloppe des plans tangents a (<i>) tout le long d’une de ces 
courbes (G) ; la generatrice de cette developpable en un point F de (G) 
est la caracteristique clu plan tangent, e’est la tangente conjuguee de 
la tangente a(C), e’est la droite (D). Nous obtenons done la deuxi^me 
famille de developpables en prenant Fenveloppe des plans tangents k 
en tons les points de chacune des courbes (C), conjuguees des cour- 
bes (A). 

On retro uve ces ri^siiltats analytiquement en prenant les equation^; 
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do la coii^Tiieiice sous la forme if)) § i , <|ui nu*t eii evidenre les coui-- 
bes (A). Ce sont alors les courses w = c*®. 

L'equatioii (2), qui dcfinit le- developpables, devietit ainsi : 




^ .do + — — chv 


= o. 


^ .do +• dio . . 

Tsr T^w 

Retrauchons des elements de la troisieme liq*iie ceux de la j)remiei‘0 
multiplies par do ; l’equatioii prend la forme : 

(E'dv + ¥U 1 id) dw = 0 ; 

nous trouvons d’abord d/o = o (coiirbcs A) ; et la relation 

KWo + rdio = 0 


defiuit precisement les courbes (G) coiijugiiees des courbes w = 


Beveloppables et oourbe focale 


Examinons mairitenant le cas d’uire courbe focale (9), que nous pren- 
drons pour support ; 

^ =/(t’)> y = = K^)- 

Alors ^ — sont nuls, et I’eqiuitlou (2) devieiit : 

to ’ Zw ’ ^ *■ -' 


(/ 


— -ay + “ div 


if 

dv 


do 


o ; 


dv est en facteur. L’une des families de developpables est formee par 
les droites v = c’est-a-dire par toutes les droites de la congruence 
passant par iin m^me point F de (9). Ce sont des c6nes. 
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Examen des divers cas possibles 


Examiaoiis alors les divers ras [)OSsibles relativemeul k la nature du 
lieu des f overs. 

1 ° Supposons qu'il y ait deux suri'aces locales (‘I>), Toiite droite 
(D) de la congruence est taug*ente a aiix deux points F, 

foyers de (D). (Jonsidt^rous une dos 
developpables ay ant pour arete de 
rebroussemeiit I’une des courbes 
(Aj. Toiites ses g-eneratrices sont 
tangentes a cette developpa- 
ble est circonsci’ite a (<!>') le long' 
d’uiie coiirbe iG') i[ue nous appel- 
leroiis vonvhe de contact, Le plan 
Focal correspondaut a F estle plan 
tangent en F a la surface Le deuxieine plan focal est le plan tan- 
gent eii F' a ; et, comme la developpable est circonscrite a ce 
plan tangent estle plan tangent a la developpable an point F', c’est-a- 
dire le long de la generatrice (D) ; c'est le plan osculateur a I’arete do 
rebroussement (A) au point F. 

11 y a 4videniment reciprocite entre L’aiitre serie de develop- 

pables aura pour aretes de rebi’oiissement les enveloppes des droites (D) 
sur la surface Soieut (A^) ces aretes de rebroussement. Ces deve- 
loppables seront circonscrites a (<F) le long des courbes de contact (C). 
Nous avons ainsi determine sur (<E>) et deax reseaax conjaques qai 
,se correspondent de maniere qu’aiix courbes (A) correspondent les 

courbes (C'), et au.x courbes (C) les 
courbes (A'); Tune des families 
de courbes correspondantes etant 
constituee par des aretes de 
I'ebroussement, et Taut re par des 
courbes de contacl. 

Le deuxieme foyer F'est le point 
de contact de la droite (D) avec son 
enveloppe quand F se deplace sur la courbe (G) [Gf. Gh. VIII, § 31. 

2 ° Supposons une surface focale (<I>) et une courbe focale (o'), Une 
des SLudes de developpables est constituee par des cones ayant leurs 
soinmets sur ( 9 '). Les courbes (C) sur (<I>) sont les courbes de contact 
des cdncs circonscxits a qui ont pour sommets les divei‘s points 
de (o'). Les plans focaux sont : le plan osculateur a (A) au point F 
et le plan tangent a (<I») au point F, c'est-a-dire le plan tangent a 
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('v'l passant par i). et l(^ plan tani»*ent au r.oiie <le la (‘Oii^TiUMice de 
sommet F', lo loni^ il(‘ D. Les ooiirlu^s fC), (Aj formeut un ivsoau 
1‘onjugne siir 

3 *^ Supposons eiifiu deux: coui-bes locales (-f) (9'); les deux families 
de developpabies sont des cones [>assaiit par rune descourbes et ayaut 
leurs sommets sur I’autre. 


Cas singuliers 

Voyons mainlenaiit le cas des foyers confondiis. 

II y a line surface focale doable non developpable. Dansce cas, 
la cougTuence est eonstituee par les tang*entes a uiie famille d'asymp- 
totiques de cette surface | i, page 127 . II ny a plus qiduiie famille 
de developpabies, ayant pour aretes de rebroussement ces asymptoti- 
ques. Prenons, en effet, cette surface pour support, et pour courbes 
w = ces asymptotiques. L'equation diff^reutielle qiii lUHermiue les 
developpabies est, comme on Ta vu [page i3i' : 

(EWn 4 - Wdto) dw = o. 

L’equation des ligues asymptotiques est : 

EV/y2 4. 2rdv,dw + = o ; 

elle doit etre verifi^e pour dw—o, done E' = o, et Tequation qui 
determine les developpabies devient dw- — o, ce qui demontre le 
rt^sultat enonce. 

20 II y a line courhe focale doable (9J. Les droites de la congruence 
sont dans des plans tangents aux divers points de (^p). Une famille de 
ces developpabies est done eonstituee par ces plans. On apercoit imme- 
diatement deuxautres developpabies particulieres, Tenveloppe des plans 
tangents precedents, et la developpable qui a pour arete de rebroiis- 
sement la courbe (9). II est facile de voir qii’il n'y eii a pas d’autre. 

So it, en etfet, la coui'be (7) : 

=/(£’)• y = - = hip) ' 

la tangente a pour coefficients directeurs les d^rivees y'', // ; don- 

no ns-nous en cliaque point les coefficients directeurs d’une droite 
[larticuliere de la congruence ^(n), bfo)’, Uue dvoile quelcouque 
de la congruence aui'a pour coefficients directeurs : 
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L'oquation diflerentielle des developpables ost alors : 


/*' -f- ILHh) 

( /*" -f ina'yjr -f nQ.dw 
fcJv 



do est en facteur ; en retraiichaiit la troisierne li§*ne, clivls(ie par dv, de 
la premiere, w est en tacleiir, et Tequation se reduit a : 


w.dv^ 


r + 
f 



Nous trouvons = 0 qui correspond aux plans tangents; w=zo 
qui correspond a la developpable (Farete de rebroussement ('f), et 
enfin : 



fio b„ Co 


flii ho 

Co 

(S) 

/" 7" h" 

+ w. 

a'o b'o 

c'o 


f(l' 


f g' 

/F 


qu’il reste a interpreter. 

Or le plan tangent considere, en un point de la conrbe (o), a pour 
equation : 


x —f IJ — CJ s — h 

f !f' h' 

('n Co 




Ghorchons son enveloppe : la caracteristiqiie est I’interseclion de ce 
plan avec le plan : 


■c—J 

// — .'/ C — h 


X — / 

' u — g 

r — h 

r 

(f h" 

+ 

/' 

g' 

h! 

«0 

Im) Co 


fl'o 


c'o 


La droite (D) : 

cc =/+ H [/' 4 - WW»J, !/ = 5 = 

est, quel que soit dans le premier plan. 

Exprimons qiFelle est dans le deuxieme : cela donue, pour determi- 
ner Tequation : 


/' + wao 


/' + lono 

r 


f 

ClO 


a'o 


qui iFest autre que reqnation'(i). 
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Celie-ci d^finit done Lien I’eaveloppe des plans rpii contienatMit les 
droites de la congruence. 


Gas des surfaces focales developpables 

3. — Nous avons trouv4 comme cas particulier du lieu des foyers 
une courbe. En examinant la question au point de one correlatif dii 
principe de duedite, nous sommes conduits a examiner le cas oil Hen- 
veloppe des plans focaux esf une surface developpable, soit 
Soil (4>'j Tautre nappe de la surface focale. Les droites de la con- 
gruence sont tang*eutes a (4>), (<!>') ; or une lan^ente a la developpable 
(4>) doit etre dans Tun des plans tangents qui enveloppent cette deve- 
loppable ; les droites de la congruence sont done les tangentes k ( 
qui sont dans les plans tangents a (^), ce sont les tangentes aux sec- 
tions de (d>') par les plans qui enveloppent (^>). Dans ce cas, les aretes 
de rebroussement (A') sur la surface (*!>') sont des courbes planes, les 
developpables correspondantes etant les plans de ces courl)es. Les 
foyers d’une droite (D) sont : le point de contact avec (O'), et le point 
d’interseotion avec la caracteristique du plan tangent a la developpable 
(0). L’autre famille de developpables aura ses aretes de rebroussement 
sur la surface (0), et correspondant aux courbes (G'} conjuguees des 
coui'bes (A'). 

Reciproquement , si les apf^fes de rebroussement des deiwloppables 
sitnees sur une des nappes de la surface focale sont des courbes 
planes^ les developpables correspondantes seront des plans, et le.ur 
enveloppe sera la deuxieme nappe de la surface focale. 

Pour avoir une congruence de cette espece, on pent prendre arbi- 
traireihent la developpable (O), et sur cette developpable, une famille 
de courbes quelconque. Les tangentes a ces courbes engendrent une 
congruence de Tesp^ce consider6e, car Tune des families de d^veloppa- 
bles est evidemment constitute par les plans tangents k la dtveloppa- 
ble (<P) ; les courbes de contact sur la dtveloppable sont les gentra- 
trices, qui peuvent 6tre considerees comme conjugutes a toute famille 
de courbes. 

Le cas, correlatif de lui-mtme, ou la congruence possede une courbe 
focale et une surface focale developpable^ sera etudit au | 5. 

Supposons que les deux nappes de la surface focale solent deve- 
loppables. II suffit de partir d’une developpable (0), et de la coiiper par 
une famille de plans dependant d’lin paramttre. Les sections seront 
les courbes (A), et les plans de ces sections envelopperont I’autre dtve- 
loppable focale. On pent dire dans ce cas que Ton a deux families de 
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plans, a uii parametre, les droltes de la congruence etant les intersec- 
tions de chaqiie plan d’liiie famille avec chaijiio jdan de I’autre. 

On pent verifier quo Vhypofheat* dune .surface focale dotible dene- 
loppable esf a rejeter. Ktaiit don nee, en efl'et, nne surface develop- 
pable : 

(i) ,T = f{n) + wf\p), y = y{v) 4- - = K^) + 

tonte droite (D) d’une congruence admettaut cette surface pour focale 
liii est tang-ente, et a des coefficients directeurs de la forme : 

f 2 j a =f{v) + b = y\ n) + c = ///(n) + 

0 etant line certaine fonction de v et w. On reconnait alors que, si on 
prend la focale (i) pour siqiport de la coii»*riience, T^quation aux points 
focaux [I T, equ. (5)] s'ccrit : 




I 0 

0 

f f r 

X 

1 fl — 


r/' Cl” g'” 

h' V /i'" 

^e 

I u — 

0 


Le jiremier facteur n'est pas nul, I’arete de rehroussement n’etant 
pas plane. Le second se reduit k : 

Or h n’est pas nul, sans quoi les seules droites (D) seraient les g‘ene- 
ratrices de la developpable. II est done impossible que les points focaux 
soient confondus. 

Les deux cas singuliers.^ oii les focales soiit doubles, se correspon- 
dent k eux-m6mes au point de vue correlatif. Gela resulte, pour le cas 
d''une surface focale double, de cette remarque que les asymptotiques 
d’une surface se correspondent a elles-m^mes ; car une asymptotique 
est telle que le plan osculateur en Tun de ses points soit tang*ent k la 
surface; et, au point de vue correlatif, uii point d’une courbe se trans- 
forme en plan osculateur d’lme ar^te de rehroussement, et inversemeut. 

Dans ie cas ou le lieu des foyers est une courbe focale double, a 
chaque point de laquelle est associ6 uu plau focal unique, tangent 
a la courbe, uue transformation dualistique fera correspondre, aux 
00 ^ foyers, oo^ plans focaux ; et a chacun d'eux sera associe an foyer 
unique situe snr Teuveloppe de ces plans focaux. On aura done bien 
de nouveau uue courbe unique pour lieu des foyers, avqc oo^ plans 
focaux tangents a cette courbe. 



COXCiRUENGES DE DROrTES 


l?^l 


Introduction des 6l4ments de contact. — Focales 
rectilignes. — Congruences de Kcenigs. 

4. — 11 y a un o/ifrp cas pnrticiilier correlntif de hii-jneine^ auquel 
on est tout natui'ellemeuit roiiduit, quand on fail iiitervenir, dans la 
theorie des congruences, les notions Ibndamentales do la f/eowelrie 
den elements de contact ( Sophiis Lie). 

On appelle element de contact le systeme coustitue par na point M 
et un plan passant par ce point. Les surfaces, les courbes et Ics points 
j)euvent etre consid^res comme des niuttiplicites, dont chacime est 
formeede oo'^ elements de contact; en chaque point d*une surface, il y 
a un plan tangent et an seiil, ce qiii donne oc^ elements de contact ; 
sur une courbe, il y a oc^ points, et, en chaque point, oc^ plans tan- 
gents, ce qui donne encore oc® elements de contact ; pour les develop- 
pables, nous avons oc^ plans et points, donnant (.dements de 
contact ; une droite est, de meme, constitiiee par oc^ elements de con- 
tact obtenus en associantde toiites les manieres possibles les oc^ points 
de la droite et les oc* plans passant par la droite ; un plan a pour (Ele- 
ments de contact les oc' el(Ements qu’il forme avec ses divers points ; 
un point a pour (?l(Ements Je contact les elements qu’il forme avec 
les clivers plans qui le contiennent Le contact de deux surfaces, ou 
d’line surface et d’line ligne, la rencontre de deux lignes, le fait qu’un 
point appartient a une surface 011 a une ligne, toutes ces relations 
geometriques d’apparences si diverges, s’interpretent alors cUune 
maniere unique : les deux multiplicites considerees onl en coramun 
11 u element de contac.t. 

Dans la th^orie des congruences, les IbyervS et les plans focaux asso- 
ci<Es d'un rayon constituent les elements de contact focaux de ce 
i‘ayon, qui sont comm 11 ns a toutes les surfaces r(Egl^es de la con- 
gruence, passant par ce rayon. Les surfaces focales, courbes focales, 
d^veloppables focales, sont les miiliipllcites focales, e.ngendrees par 
tes Heinenis de contact focaux, et chacune a un element de contact 
commun avec chaque rayon. 

Une multiplicit(i focale est *le lieu de oc^ ( 3 l(Ements focaux ; mais il 
nV en a plus que oc' dans le casd'une com'be focale double : ils cons- 
tituent aloi's line bande ou bandeau d"' elements, qui a cette courbe 
pour support [Gf. Gh. VII, | 4 ]- 

Relativement a la nature particuliere des mQltiplicit(Es focales, nous 
avons consid(Er^ tons les cas possibles, sauf celui ou Tune des multi- 
plicities focales est une droite. 

Nousecartons les cas ou une multiplicity focale serait un plan ou un 
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point : la con^Tuence se rodiiisant alors aiix droites du plan, on aux 
rayons issus dii point. 

La droite pent etre coiisideree comme le lieu de oc^ points, ou comme 
Tenveloppe de oc* plans ; c’est done a la Ibis une coiirbe et une deve* 
loppable ; il en resulte qiie, dans une congruence dont une locale est 
une droite, une des families de developpables de la congruence est 
constituee par des ednes ayant leurs sonimets sur la droite, et I’autre 
par des plans j)assant par la droite. Si, en particulier, la congruence a 

, pour multiplicites locales une droite (oj et une 

surface (4>), les families de developpables seroiiL 
d’une part les ednes circonscrits a(4>) par les difle- 
rents points de (3), ce qui donne les coui'bes de 
contact (C ) ; et d’autre part les plans passant par (o), 
qui coupenl (<I») suivant les aretes de rebrousse- 
ment (Aj. Et les courbes (A), (G) forment un sys* 
teme de courbes conjuguees [p. i3o]. On obtient ainsi 
le Theoremede Kcenigs : Les courbes de contact des 
ednes circonscrits a une surface paries divers points d'line droite (8) , 
et les sections de cede surface par les plans passant par (8) constL 
tuent un resea a con j ague. 

Remarque. — Si les multiplicites locales sont deux droites, (8) et 
(S'), la congruence est constitude par les droites qui rencontrent ces 
deux droites. G’est une congruence lineaire dont les droites ('8) et (8'( 
sont les directrices. 

Dans le cas d une droite focnle double (8), e’est-a-dire d’une ligne 
locale double rectiligne,. a chaque point A de la droite coirespondra 
un plan (P) passant par cette droite, et la congruence sera constitude 
par les droites (D) siludes dans les plans ^P) et passant par les points A 
de (o). Si la correspondance entre les points A et les plans (Pjest 
homographique, on obtiendra ainsi une congruence lineaire spMale ^ 
a directrice double (voir ch. X). 



Application. Surfaces de Joachimsthal. 

RechercJier les surfaces dont les Ugnes de courbiire dun systeme 
sont dans des plans passant par une droite fixe (8). 

Soit (<1>) une surface rdpondant a la question ; imaginons les tan- 
gentes aux lignes de coiirbure considerdes ; ces tangentes (D) consti- 
tuent une congruence, et comme les lignes de coiirbure sont dans des 
plans passant par (8), ces droites (D) rencontrent la droite (8) ; (<1>) est 
une des nappes de la surface focale : les developpables sont, d’une 
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part, les [>lans d<?s lii^nes de courLure, et, d’aiitrc part, les c6nes cir- 
consrrits a (<f») qui ont pour sommets las difVereuts points de (o ). Done, 
d’apres le theoreme de Kienii^s, les courbes de eoutaet constituent un 
systeme coajug’ue du premier systeme de lii^-nes de cour])ure, et, par 
suite, forment le deuxieme systeme de lig-nes de courbure. Si nous con- 
siderons ce deuxieme systeme, le cone circonscrit coupe la surface (4^ 
suivant un ang-le constamment mil ; la courbe de contact, qui est une 
li^ne de courbure de (•!»), est done aussi une li^ne de courbure du c6ne 
circonscrit, d’apres le Theoreme de Joachimsthal ; e’est done une tra- 
jectoire ortho^*onale des g’eneratrices, e’est-a-dire Tintersection du 
c6ne avec une sphere ayant son centre an sommet; le deuxieme sys- 
teme de lig’iies de courbure est done constitue par des courbes sphe- 
riqiies ; et les spheres correspondantes coupent orthog*onalement les 
cones circonscrits, et, par suite, la surface (4»), le lon^ des li^nes de 
courbure. La surface (^) est dojic frajectoire orthoffonale crime 
famille de spheres ayant I ears centres sur (8). 

Cette propriete est caracteristiqiie de la surface (I*). Supposoiis. en 
effet, une famille de spheres aj^ant leurs centres siiri'o), et une surface(^) 
orthog’onale a chacune de ces spheres tout lelongde la courbe d’inter- 
section ; Tintersection est une lig'ne de courbure de la sphere, et comme 
I’ang'lede (4') et de la sphere est constamment droit, e’est une ligne de 
courbure de (^). Si on joint le centre A de la sphere a un point M 
de la liq*ne de courbure, cette droite est iiormale ala sphere, done taii- 
g^ente a la surface (<^), de sorte que la ligne de courbure est la 
courbe de contact du cone circonscrit a (^) qui a le point A pour som- 
mot. Une des families de lig'iies de courbure etant les courbes de co]i- 
tacl des cones circonscrits a (4>) qui ont lours sommets sur (8), Tautre 
famille est bieii, d’apres le theoreme de Kcenigs, constitiiee par les 
sections planes faites dans f<I>) par les plans qui passent par (5). 

Nous sommes ainsi conduits a rechercher les surfaces qui coupent a 
aug'le droit une famille doniiee de spheres, ayant leurs centres sur (8), 
tout le long’ des courbes d’iiitersection. Solt(^*) une telle sui-face, et(S) 
line des spheres de la famille. Le plan qui passe par (8) et un point M 
de I’intersection de (^) et de ('Z) est aussi ortbo.g'onal h (1). Done ia 
section de (^) par ce plan est orthog’ouale, en M, a (1) ; et, par conse- 
(juent, au grand cercle de situe dans ce plan. 

xA.insi, la section de (4>) par un plan quelconque passant par (8), qui, 
d’apres ce qui precede, est Tune des lig’iies de courbure planes de 
est trajectoire orthogonale de la famille des grands cercles determines 
par ce plan dans les spheres donnees. Si on considere un autre plan 
])assant par (o’), la ligne de courbure situeo dans ce plan sera aussi 
trajectoire orthogonale de la famille de grands cercles obtewue de 
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mtoe. En rabatlaut le second plan sur le premiei-, les deux families 
de ^Tands cercles se su[»er[ioseront et on aura une autre trajoctoire 
oi’thog'onale de la meme famille de grands cercles. 

On considerera done dam tin plan passaitt par (• 5 ') une f anti lie de 
cercleis ayanf leiu^s centres siir (8), on en defenninera les trajectoires 
orthocfonnles^ et on fern tourner chaciine. de res trajectoires ortho- 
(jonnles aiitoiir de I'o) dhin angle qui lai corresponde et qiii varie 
dune maniere continue qnand on passe dune trajectoire a latrajec- 
toireinfiniinenivoisine Le lieu cles conrbes ainsi obtennes sera la 
surface {^>)^ si la famille des cercles et la loi dc rotation sont conve- 
nabiemen! choisies. 

Quelle que soit d’ailleurs cetle loi de rotation, et quelle que soil la 
famille des cercles, on obtient toujours ainsi une siudace rt^pondant a la 
question: cette surface sera en effet eng*endrcepar des courbesqui cou- 
peroiit orthofiTona lenient la famille de spheres ayant pour grands cercles 
les cercles consideres, et par consequent la surface coupera a ang‘le 
droit toutes ces spheres tout le long* des conrbes d‘intersection. 

Nous allons done chercher les trajectoires orthogonales d’lme 
famille de cercles situes dans un plan, et ayant leurs centres sur une 
droile (8). Cherchons plus generalement les trajectoires orthogonales 
dune famille qaelconqiie de cercles d un plan^ que nous definirons en 
donnant les coordonnees (a, b) du centre I, et le rayon R, eii fbnetion d\in 
parametre u. Considerons une trajectoire orthogonale, rencoiitrant un 
des cercles en un point M. Les coordonnees du point iVI sont, eu fbne- 
tion du paramHre. u : 

( i) .r = <7 -f- R (‘OS c, g = b R sin 

9 etant une fbnetion de u convenablement choisie. Tout revient h 
determiner cette fbnetion de u de maniere que la courbe represent(ie 
par les equations I'l) soit normale a tons les cercles. La normale IM au 
cercle a pour parametres directeurs cos c;, sin 9 ; elle doit etre tangeuLe 
a la courbe, ce qui donne la condition : 

dx du 

y = o, 
cos o sin 9 

e’est-h-dire : 

da + cos 9.f/R — R siu 9-^9 db -j- siii9.o^R + Rcos 9.^9 
cos cp sin 9 

ou : 

sin o.da — cos o.db — Rdo = 0, 

ou encoi‘e ; 







C’est une equatiou de Riccati. Le rapport anharaiouique de cpiatre 
integ'rales in est constant. Pour interpreter ce resultat, imag'inons Tun 
des cercles de la famiiie. Suit M le point ou il est coiip^ par une des 

trajectoires orthog’onales : est le coeflicieiit aa§*ulaire de la 

droite AM (v, figure). Si on cousidere quatre trajectoires orthogo- 
uales coupant le cercle aux points 
M, M\ M'^, les quatre valeiirs de w 
correspondaiites sont les coefficients 
aiigiilaires des quatre droites AM, 

AM', AM", AM'", et le ^rapport aiihar- 
inonique des quati*e Integra les est 

le rapport anharmonique du faisceau 
(A. M, M', M", M'"j, c’est-a-dire le rap- 
port auharjnonique(M, M', M",M"') des 
q iiatre points sur le cercle, II cn resulte 
que quatre trajectoires orthoijona- 
Jes d\uie famille de cercles coupent tons les cercles de la fainille 
siiivant le 7nch?ie rapport anharmonique. 

Dans le cas particulier ou les cercles out leurs centres sur une 
droite (o), les points M', M" d’iutersection du cercle avec (S) corres- 
pondent h deux trajectoires orthogonales ; on coiiuait done deux 
inlegrales de requation dc Riccati, et la determination des trajectoires 
orthogonales se ranienc a une qiiadi’atiire. Pour definir la famille, au 
lieu de se doniier a, 6, R eu fonctiou d’uii parameti'e, on pent se don- 




c:hapitre VI 


i42 

ner line trajectoire ortho^onale (F) : on connait alors Irois inlegrales 
de Fequation de Riccati, et riiitei>Tale g-eiiei‘ale s’obtieiidra en eciivant 
que son rapport anharmoiiiqiie avec les Jtrois iiitei>’rales conniies est 
constant. 



Supposons que (8) soil Fa.ve oj?, et douuons nous (F) par ses tan- 
g’ontes (Tj. L’une d’elles est definie par les equations : 

x = a + p cos y — p sin 

a etant une fonctioii doaiiee de ii. Pour determiner le p du point de 
contact M"' avec (F), il suffit, suivaut les principes de la theorie des 
enveloppes, de differentier eii coiisidcrant .r et y comme constants, 
ce qui donne : 

da — p sin ii du + cos u = o, p cos a du + sin a d^ = 
d’ou : 

del • 

P = — sin a = R. 

^ da 

Cette fovmule donne le rayon R = du cercle de la famillc dont 
le centre a pour coordoimees x = a, y = o. Une trajectoire orthog*o- 
iiale quelconque est done representee, d’apres ce qui precede, par : 

/ / \ I da • dut • • 

(4) ~ ~dii 

F angle o etant lie a ii par la Constance du rapport anharmonique 
(M, M', M", ISV"), qui s’exprime par la foi'mule : 


( 5 ) 




(m = consF*^). 



CONGKL'EXCES DE DROITES 




Reveuons maintenaut aux surfaces de Joachimsthal. 

Si on fait touruei* la courbe (4j d'uii an^-le v aulour de oa\ el si 
on pose : 

on obtiendra, pour line trajectoire ortho^onale quelconqiie de la 
famille de spheres ayant pour grands cercles les cercles consideres, 
les Equations : 

f j? = f(ii') -f /\u) sin u cos c, 

( G) j y = f'Ui ) sill u sin c cos v, 

( s = /'l/O sin II sin c sin u, 

ou c esl toujours lie a ii par la formule (5). D'apres le mode de gene- 
ration obtenu, ces formules representent Tune quelconque des surfa- 
ces orthogouales aux spheres considerees, a condition dV considerer in 
comme une fonction in = y(u), qui peut etre arbitrairement choisie. 
On supposera done sin o et cos o remplaces, dans les equations (6), par 
leiirs expressions en fonction de : 

(7) ts:^—(/{v). 

et, en y considerant ii et v comme des param^res ai'bitraires, eiles 
representeront la surface de Joachimsthal la plus generale. 


Determination des d6veloppables d’une congruence 

0 . — Nous avons vu que la determination des dcveloppables d’une 
congruence depend de I’integration d’une equation differentielle du 
premier ordre et du deuxieme degre. Cette integration peut se simpli- 
fier dans certains cas. 

Oil obtient les developpables sans quadrature si la congruence 
admet deux coiu'bes focales, ou correlativement deux developpables 
focales. Dans le premier cas, on obtient des cdiies, et dans le second, 
des plans tangents, comme on I’a vu pi'ecedemment. 

Si la congruence admet une courbe focale, ou correlativement une 
developpable focale, ou a immediatement une des families de develop- 
pables de la congruence ; pour avoir I’autre, on est ramene a int^grer 
une equation diflf4rentielle du premier ordre et du premier degre. 

Cette equation a des proprietes particuliei'es dans un cas correlatif 
de lul-m6me, cas ofi fa congruence admet une courbe focale et une 
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developpable Jocale. Suit [y.) I’arete de rebroussement de la develop- 
pabie locale ( 4 >) ; coiisideroiis uiie i^-eiieca trice quelconque (C) de cette 
developpable ; les droites de la couiyrLieiice rencontreiit la coiirbe 
locale (9'),et sont dans les plans tang*ents a (<I>).Soit un plan taug^ent 
a (<!>), qui rencontre ( 9') eii F' ; toutes les droites de ce ]>laii qui passent 
par F' sont des droites de la coiig-ruence. Cousiderons les develo})pa- 
bles de la congruence passant par une de ces droites (D) ; il y a d’abord 
le plan qui enveloppe la developpable, et qui admet pour courbe de 
contact la g'eiicratrice (G). Les Foyers de la droite (D) sont F' sur (9') 
cl F sur (Cj. La deuxieme developpable a pour arete de rebrousse- 
ment une courbe (A) de (<I>) dont les taiigentes vont reucontrer (9'). 



Le pro])leme revient done a Iroaver les coarbes cTiine develop’- 
pable (<1>) dont les tamjenies vont rencontrer une courbe (9'). 

Nous allons chei^cher directement les developpables de la congruence, 
qiie nous detinirous en partant de la courbe (9'), et eii associant a 
chacun de ses points un certain plan dans lequel seront toutes les 
droites de la congruence passant par ce point; la developpable ( 4 >) 
sera Tenveloppe de ce plan. 

Soit la courbe (9^) : 

x = /(«), u = ' 7 («), 

Pour delinir un plan passant par un de ses points, il sul‘Ht de se 
donner deux directions a^[v), c^{v) et plan 

contenant toutes les droites de la congruence, les coefficienls direc- 
teurs d’une telle droite sont alors : 

a = + loa^, b — b^ + wb^^ c = -h (vo^. 

Inequation diffci'entielle <les developpables : 
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a b c 

(If d(j dh — o, 

da db dc 

devieiit ici, eii desigiiaiit par des accents les derivees par rapport 
a y, 

-f wa.2, . . 

dv f'{v) . . =0. 

(a\ 4 - wa\)dv 4 - n^dw 

Nous trouvons dv = o, y = c*® ce qui nous douue les plans des droi- 
tes de la congruence. L'autre solution s^obtiendra par I’integration de 
Tequation, 



. . 


a^ 4- wa^ 

dio 

/' . • . 

4“ do 

f • ■ 


. . 


^ a'l + itfa's • • 


Equation de la forme : 

P«,* + + R, 

ou P, Q, R sont fonctions de y seul. G'est une equation de Riccati. 

Indiquons quelques cas oii on pent avoir des integrales particulieres 
de cette equation. Si la courbe [f) est plane, et si on coupe par son 
plan, la section est une courbe dont les tangentes rencontrent (o'), 
c’est une courbe (A) ; on connait une integrale particuliere, le pror 
bleme s’acheve au moven de deux quadratures. Ea particulier si (9') 
est le cercle imaginaire a riiifini, on doit determiner sur (d>) des cour- 
bes dont les tangentes rencontrent le cercle imaginaire a Tiiifini, 
ce sont les courbes minima. La determination des coarbes minima 
d*ane developpable se rarnene a deux quadratures. 

Correlativement, si est un cone, considerons le cdiie de meme 
sommet et qui a pour base (9') ; c’est une developpable de la deiixieme 
famille ; on connait une integrale particuliere, et le problfeme 
s’achfeve encore par deux quadratures. 

Si (<E>) est un cone et (9') une courbe plane, on connait deux inte- 
grales particulieres, et on est rarnene a une seule quadrature. 

Supposons encore qiie les plans qui enveloppent la developpa- 
ble (<I>) soient normaux k la coui'be (9'). Nous avons la congruence 
des nor males a la courbe (9'), et la recherche des developpables 
conduira a celle des developpees de (9'). Le plan normal a (o') eii Tun 
Vessiot 
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cle ses points F' est perpendiculaire a la taii^eiite FT. Si on considere 
le cone isotrope fJ) de somniet F', le plan normal est le plan polaire 
de la tang'ente par rapport a ce cone isotrope ; parmi les normales 
il V a done les deux ‘‘■eneratrices de contact des plans tang'ents menes 
par la tang’ente au cone isotr(»pe. Soit (Gi Tune d’elles, on I’obtient 
alg‘ebriquement ; considerons la surface regdee (R) qu'elle eng*endre 
lorsque F' decrit la courbe Le plan asymptote, plan tangent 
a rinfini sur ( G i, est le plan tangpent au cone isotrope (J ) le long* de ;G) ; 
la surface regdee contient la courbe et le plan tang-ent au point F' 
est le plan delini par (G) et FT, qui est encore le plan tangent au 
cone isotrope ?e long de ((i). Le plan tangent a R est done le meme en 
deux points de (G). et, par suite, est le meme tout le long de (G) : 
cette droite engendre doin- line surface developpable. Ainsi les droiies 
isotropes des plans nonnaux u une coarbe tjauche enijendrent deux 
developpables ei enveloppent deux developpees de la courbe gauche. 
Nous avons ainsi deux integrales particulieres, et la determination des 
developpees doit s’achever par une ^ule quadrature. 

Efiecti Yemen t, eii supposant que v est Tare s de (o'), que 
^/i, b^, ; Oq, Cg sont les cosiiuis directeurs x\ y' de la normale 

principale et a", de la binormale, Tequation precedente devient, 
en designant par a, y les cosinus directeurs de la tangente, 



P' v' 


4- Wol” 

dio 

a ^ 

+ ds 

X 


ol" ,S" 


a a" , «' 

rr -f- W ~ 




R T ^ T 


e’est-a-dire : 


— cfu> + Y (* + ^ ; 

et donne la solution ; 



Comme fo nest autre chose ici que la tangente de Tangle / d’une 
normale avec la normale principale, la concordance avec la for- 
mule (i) du chapitre V, § 2, est manifeste. 

On verifie que Tequation differentielle en 10 admet les deux solu- 
tions : w = zt qui correspondent aux developpables isotropes. 

Si on remarque de plus que la surface focale de la congruence des 
norpiales est la surface polaire de (9'), e’est-a-dire que les points de 
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contact des norinalos avec les develuppees soul snr la droite polaire, 
on retroiive tons les rusultals essentiels obtenus an chapitre V au sujet 
Jes develop pees des courbes L» a aches. 


Proprietes infiait^simales m^triques des congruences 

6. — Nous alloiis faire Tetude d'une conoTuence quelconque, dans 
le voisiuage d’une de ses druites, c’esi-a-dire analyser les proprietes 
qui resiiltent de la consideration simultanee de cette droite et des 
clroites iiiHniment voisines appartenant aussi a la cong'ruence. Cela 
revient a considerer les diverses surfaces re^»‘Iees de la congruence 
(c’est-a-dire engendixxs par des droites de la congruence) dont la droite 
considered est uiie generatrice. et a etudier les plans tangents a ces 
surfaces reglees aux divers points de cette generatrice. La notion des 
foyers et des plans focaux est le point de depart de cette etude. 

Soit (D) la droite consideree : prenons-la pour axe des 5, et pla^ons 
Torigine des coord on iiees au milieu des deux foyers ; prenons enfiii 
pour plans des xz et des yz les plans bissecteurs des plans focaux. 
Si la congruence est reelle, les foyers peuveut etre, ainsi que les plans 
focaux, reels ou imaginaires conjugues, de sorte que le point milieu 
des foyers et ies plans bissecteurs des plans focaux sont toujours 
reels. 

Reprenons les notations du § i, mais avec le ,choix suivant des 
donnees : le support de la congTuence passera en 0 et y sera normal 
k Oz ; les lignes cooixlonnees = o, v = o seront celles qui se croi- 
seut en 0 ; les variables v et w seront les longueurs d’arc de ces cout- 
bes, qui admettront. de plus, pour tangentes Ox et 0^. D’autre part, 
rt, c seront, pour (D), des cosinus direcLeurs. 

Cela etant, on aui'a, pour v = w = o, 

J>/ dy ^ D/ Zg ^ q . 

et, par suite, 

(i I df—du, dg = div^ dh = Q. 


De plus, on a, quels que soieut a, 
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et, par suite, pour v = w = 


et -- soiit mils, et oa a : 
do div 


(2) da = a'dv a'^div^ db = b'do 4- U'dw^ do = o. 
en posant, pour abrei^'er recriture : 


( 3 ) o! = — , d' 

^ ^ J>£) 







U) , 

(pour u = = o). 


Comme nous nous boriions aux pruprietes iiilinitesimales du pre- 
mier ordre, la surface re^lee (Rj quelcoiiqiie, passant par (D), et dont 
les generatrices appartiennent a la con«Tuence, que nous allons consi- 
derer, n'interviendra que ]»ar la direction de la tangente OT a sa trace 
sur le plan x^ij : nous poseroiis : 

{Ox, OT) =rr O, 

de sorte qu'un deplacement infiniment petit sur cette trace sera : 

dx = cos '^.ds, dij = sin 9.<is*, dc = o. 

Si done on a egard aux formules (i), on voit que la generatrice de(R), 
infinimeat voisine de (D), que nous avons a introduire, s’obtient en 
donnant a n et w les accroissements inliiiiment petits : 

(4) do = cos "f.f/j?, dw = sin o.r/.v, 

Le plan tangent a (Rj, au point M de (D) qui a pour cote r = w, 
sera dcHni par Tangle 0 = (O,r, OP) qiTil fait avec le plan zOx, 
OP etant la trace de ce plan sur le plan xOy ; son equation sera : 

( 5 ) X sin C) — y cos 0 = o. 

Pour calculer Tangle 0, il sufHt d’ecrire que ce [>lau contient la 
tangente a la courbe a = coiistante qui passe en M, taugente dont les 
coefficients de direction sont : 


dx = df -f uda, dy = dy + iidb, dz == o. 

En tenant comple des formules (i ), (2) et ( 4 ), on obtient aipsi : 

[cos -1- {d cos 9 4- sin sin 0 — 

— [sin 9 + {d cos 9 -f d sin o)u \ cos 0 == o, 


ou : 


to- 0 = + (I + du) tg y 

^ + dll) -p a"a.tg 9 


(G) 
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En ecrivant que le secoml memln*e ne 4l<q)en(l [)as de on obtlent 
Tequation aux cotes des /b//er.? : 

(7) (r -r (i -i“ b'V/i — lj'a\n' = o. 

L’orifi^ine etaiit an milieu des foyers, la somme des racines est nulle : 

o' + // = o. 

De plus, les valeiirs de t»* 0 , qiii correspondent aux deux racines ii 
et — f/, c’est-a-dire qui donneiit les plann focnnx, sont : 


et comme elles doiveiit, d'apres le clioix des plans coordonnes, etre 
eg*ales et de signes contjviires, o' est mil. On a tlonc : 

(8) ^ d' = // = 0. 

Nous poserons : 


(9) 



b^=-. 


7 


L’eq nation aux foyers (7) se reduira done a : 

(loi ii^z=pcj, 

et les plans focaux serunt deHnis, en meme temps, par : 


( 1 1 ) tt»’ 0 = = P- , to;- fj =z . 

q ll (f 

L’eqiiation (G), doiiiiant la loi de la variation simultauee des Elements 
g’eometri({ues assooies 0, ii et 7, <levient enfin la Jormale fondarnen- 
tale : 


(12) 


t<r[)=P ” + 

- 7 7 ^+ 


La correspoiidance entre deux quelconques des trois Elements «, 
tgO est homographique, le troisieme ctant suppose constant. On voit, 
ea particulier, que, en un point M <le (D) donne, le plan tangent k (R) 
tourne, quand (R) varie, dans le meme sens que le plan tangent au 
point milieu 0, ou en sens contraire, suivant que pq{pq — est 
positif ou negatif. Si done les foyers sont imaginaires < 0), les 
deux rotations sont toujours de m^me sens; si les foyers sont r6els 
(/>g>o), elles sont de meme sens quand M est entre les foyers, 
de sens contraire si M n’est pas entre les foyers. 
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Remarquons encore que Tequation (in) [tent s’ecrire : 


( i3') • 


w = pr/ . 


Iff 6> — tiy V 
p — ^ Iff 6 tff y ’ 


oil 


(1 3') tff 


P — II + q is: B 

(/ ' p — zMff 6 ’ 


ce qni ?net en evidence uiie loi de rcclprocite entre 0 et an siffne 
pres de n. 


Points Umites et Plans principaux 


Cherchons encore le point central de la ffeu era trice (D) de (R). 
Si on suppose u infiiii, la Ibrniiile (i 2 ) doime, poiirle plan asvmptote : 


on a done, pour le plan central ; 

(1 4 ) t^0 = — 1^, 

et cette valeur, port(^e dans i i8), donne, pour le point central : 

(1 5 ) 11 = — pqip q) — f — 5 — = . sin 26. 

La cote du point central est <Ionc toujours Hnie, et ses valeurs extr(>mes, 
qui correspondent a : 

sont ! 

(16) » = + iL+JZ. 

2 

On appelle pointsM mites ces positions extremes du point central : 
elles sont toujours reelles, ainsi que les plans centraux correspondants, 
qu’on appelle plans principaux du rayon : ceux-ci sont rectang-u- 
laiye^, et ont monies plans bissecteurs que les plans focaux 
(Hamilton). 

Si les foyers sont reels, leur demi-distance, qui est la moyenne 
g^ometrique de |/3[ et \q\. est moindre que celle des points limites, 
qui en est la moyenne arithmetique : les foyers sont done entre 
les pointSTlinaites, et les deux couples de points ont le mtoe centrei 
qui est dit le centre du raison. 
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Si on desi^ne par *id et 20 les distances des fovers et des points 
limites, les formules 1 loj et (17) donnent Tinterpretation q'eometrique 
des quantites /; et y : 

(17) [if[. 20 = I/) + r/| . 

D’apres les formules (iij, Tan^-le 2m des plans focaiix est doiiiie, 
en mtoe temps, par les formules : 

('17') is^Tn= — — I^ tfir-TO=-^. 

" ff d ' q 

Remarque . — Nous verroiis, au chapitre suivant, que dans toiiie 
congruence formee des norma les a nne surface^ les foyers sonf les 
centres de courhure principaax, ef les plans focnux sonf les plans 
de sections princi pales de la surface, Ces plans focaux sont done 
rectang'ulaires, et se confondent des lors avec les plans principaux du 
rayon, que Ton vieut de definir. De plus, Tortho^onalite des plans 
focaux s’exprime, d’apres la formule (in, par la condition : 

— d p d 

-7 * “ r/ * — /y ’ 

on a done, en ayant e^ard a (17) : 

c/2 =p^ = q-=z pq; p) = q=:± d, d —o. 

d’ou : » 

p z= q = ± d., d — 6. 

Done dans une congruence de normales^ les points-! imites de chaque 
rayon se confondent avec ses foyers,, ef les plans focaux se confon- 
dent avec les plans principaux du rayon Les m^mes circonstances 
se produisent. dans une congTuence quelconque, pour les rayons 
qui satisfont a la condition p—q, e'est-a-dire doiit les plans focaux 
sont recta ngu la ires. 


Etude de la deviation 

Gonsiderons maintenant deux points quelconques ]\I et iVL de la 
droite (D), et cherchons la relation qui existe entrQ la cote relative 
id — w = p de ces deux points, et la deviation que siibit le plan tan- 
gent a (R), quand on passe de Tun a Tautre, e’est-a-dire Tangle 
6' — 6 = fL. Nous avons designe par id la cote de M', et par 6' Tangle 
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que ie plan taug'ent en M' fait avec le plan sOx, de sorte que Ton pent 
ecrire, d’apres : 

— fi' ^ p — u + r/t^B 

q [i ~ U fj p — tg- 6 » 

fhi eii <-onclul : 


ia' — ^ (tg* — tg* 0) = o. 


ou : 


p (/j cos 6 cos 0' — <7 sin 0 sin 0 ' + // siii'^) -f i — />//) sin = o, 

qiii s'eccit encore : 

( 1 8 ) p Cos -i~ cos ('^ + 20) + // sin j = (pgr — sin 6 . 

Si ou se doaue la deviation 6, et si ou fait varier (R), c'est-^-dire 0 , 
en laissant fixe le point M, c'est-a-dire n. on voit que p a un maximum et 
un minimum donnes pai* : 


(19) 


^ ?! ~ 

/ Ps COS 'L — "1" ^ ’^1 ~ (P7 — 


On tire de la : 
p—q 


■ cos 


^ ii sin = — (py — / — + — I sin 

2 \ Pi p2 / 


ce qni permet d’ecrire la formule (18) sous la forme : 

7 (- + -)+ - cos + 20 ) , 

2 \pi p2/ 2 \pi p-2/ ^ ' p 

d’ou Ton conclut la /oT’mM/f' de Kammer : 

(.0) ,^ cos^(f+ 9 ) sin>(-f+6) 




P2 


Dans le cas particulier ou la deviation '!» est supposee ^g'ale k — , elle 


se reduit k : 
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^_ cos^(9+|) ^ sin^(e+|) 

? P’-i 

qu'cn ecrit plus elegamment, eii iiitrodiilsant Tan^’le h + y = 6^ que 

le plau tangent en M fait avec run des plans pnnci[>aux du rayon : 

- . I cos- So , sin^ 6o 

( 21 ) 7 ^ 


Pi 


02 


Cette Jbrmule rrHamilton ala meme forme que la formiile d’Euler 
(pan;’e 4 i) relative a la variation de la courbure normale, et conduirait 
a des consequences analog*ues. La forniule d’Euler est, en fait, un cas 
particulier cle celle d’Hamilton. Supposoiis, en ejBfet, que la congruence 
consideree soil la congruence des normales a une surface (S), et 
que M soit un point de cette surface. Soit (G) la trace de la surface 
reglee (R) siir la surface (S) ; I’angle % est precisemeiit Tangle de la 
tangente a (G) en M avec Tun des plans principaiix du rayon, c’est-a- 
dire d’apres la remarque du paragraphe precedent, av^ec Tune des 
directions principales de la surface. D’autre pait, la surface (R) u’est 
autre que la surface (S J consideree daus la remarque qui termine le 
chapitre V ; de sorte que le point ]\r, pour lequel le plan tangent a (R) 
est perpend iculaire au plan tangent a (R) en M, c’est-^-direest normal 
k (G), est le centre K de courbure normale de (C). La formule ( 21 ) 
exprime done bien, dans le cas particulier suppose, la courbure nor- 
male— de la courbe (G) de (S), en fonction des courbiires princi- 

pales — et — de (S) et de Tangle % de (G) avec Tune des directions 

^ Pi 02 ^ ' 

principales de la surface. 

Parametre de distribution, — Supposons, dans la formule g 4 ne- 
rale de la deviation ( 18 ), que M est le point central de (D) sur (R), 
e’est-a-dire que u est donne par(i5). Nous obtenons alors : 


( 22 ) pq — a^ = pq — (p + y)2sin®6 cos® 9 = 

={p cos® 9 — q sin® 6 ) (y cos® 9 — /) sin® 9) ; 

et la formule ( 18 ) devient ; 



P+^ 


cos cos 2 



= (p COS® 9 — q sin® 9) (y cos® 9 — p sin® 9) sin ^{/ ; 


e’est-^-dire, apr^s division par le facteur (/> cos® 9 — q sin® 9) : 


( 23) 


o={q cos® 9 — p sin® 6). tg 
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Nous obteijons ainsi la formiile de Chasles (page 102), et le para- 
metre de distribution de I'D), pour chaque surface (R), est donne par 
I’equation : 

( 24 1 K = y cos^ 0 — p sin^ 0 cos 20 — ~~ 

en fonction de Tangle 0 du plan central avec le plan rO.r. Le point 
central est donncL en meme temps, par la formule (if)) : 

1 15 ^ u . sin 20. 

2 

On voit que <7 et — p sont les valeurs extrtoes du parametre de dis- 
tribution : elles correspondent aiix deu.v cas ou le point central est au 
centre du rayon; les plans centraux sont alors les plans de coordon- 
nees, c’est-a-dire les plans bissecteiirs des plans focaux et des plans 
principaux. 

Le parametre de distribution s’aiiniile, quand le.plan central devient 
perpendiculaire a Tun des plans focaux : le point central tend alors 
vers le foyer qiii correspond a Taiitre plan focal. 


Propri^t^s des pinceaux de rayons 


7. — Densite en un point. — Imaginons ime surface regloe (S) de 
la congruence, contenant a son interieur im rayon (D) de la con- 
gruence : la section de cette surface reglee par le plan perpendiculaire 
a (D) en un point ({uelconque de cette droite est une courbe fermee (<?)? 
qui contient M a son interieur. Gonsid6rons tons ses points comme 
situ^s a une distance de M infiriiment petite : Tensemble des rayons de 
la congruence contenus k Tinterieur de (S) sera dit alors un pincean 
de rayons., injinimeni delie., ayant le rayon (D) pour axe ; les sec- 
tions, telles que (-j), seront les sections droites da pincean. 

La propriete fondamentale de ces pinceaux resulte de Tinterpretation 
du produit des racines de Liquation ( 5 ) du § i, qui determine les 
foyers du rayon (DV Ce produit est : 




P 

n ’ 


a h c 


a h c 

^ ^g D/i 


Dr/ ^6 

Zv Dy Di* 

II 

C 

cVy T^v 

5 / 3A 


Dfl ac 

3m.' 3?/’ 3hi 


1 ^ 

II 


P = 



co.\(jRr'E-\r;E> de droites 


I.).') 


£ci*ivoiis-le, en <lesit>iiaiit par //r, dw ties mfininieut ]>etits posit ifs : 


(0 


«l "3 


Vdvjlw 

Wdv.dii^ 


Le numerateiir de cette forinule se developpo sous la fbi*me : 


(?>) Vdvdw = n. .drdu) — h. ^ dvdw 

^ ^ Dl/’,?/') Die, //«) 

Or : 


D(e,w») 


dvdw. 




JJ( fj, h ! 


dodN\ 


mj) 

D(e, w) 


dvdw^ 


D(.Ary) 

D(e. w) 


dvdw,^ 


sont les trois oomposaiiles d’un veclenr, normal a la surface 


(4'i .r = f u», w). If = (j{v, w^, r = }i\i\ w\. 


au point (y, to) de cette surface, et dout la lono^ueur niesure Telement 
d’aire de la surface en ce point. Si done on suppose (|ue tu b, c soieiit 
les cosinus directeurs dii rayon qui a sou pied en ce [>oiiit, la quau- 
tite ( 2 ), projection tin vecteiir (3) siir la direction c, cst la projec- 
tion de cet element d’aire sur le plan perpeiuliculaire an rayon mene 
par le point considere, Oonime, de plus, le vecteur(3), el les directions 
positives : 


/ /'-V ^ ^A \ 

' De " De * De / w;/’ ’ 7 >ir' ^10/ 


des coiirbes coordonuees au point considere forment un triedre direct, 
cette projection est [>ositivesi la direction a, r et les directions posi- 
tives precedentes forment aussi un triedre direct. 

Si nous supposons que le support (4i soit normal au rayon, et que 
son pied soit le point M du rayon (Dj precKlemment considere, cette 
projection de r<^lement d’aire se reduit a Telement d’aire lui-meme, 
e’est-a-dire, a des iiiHniment pelits pres d’ordre superieur, a I’aire de 
la section droite (a) du pinceau, avec la meme convention de signe. 

Appliquons au denomiiiateur de la formule ( i; les memes conside- 
rations : le support (4) est remplace par une sphere de rayon (i), qui 
est aussi norniale a (D) au point (y, w\, Ce denomiiiateur V^dvdw 
mesure done, avec une convention de signe toiile semblable, I’aire 
spherique elementaire homologue de lai, e’est-a-dire Tangle solide 
edementaire que remplissent les directions des rayons qui constituent 
le pinceau, supposees issues d'nii meme point : e'est ce qiTon pent 
appeler la mesure de Tangle solide du pinceau. 

On voit, de plus, que le rapport (i) sera positif on negatif suivant 
que les points homologues des contours de la section droite (a) et de 
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Taire spherique qiii lui correspond, decriront ces deux contours, par 
rapport a la direction positive de I'axe du pinceau, dans le meme sens 
ou dans des sens opposes, lorsque I'on fera decrire a un ravoa mobile 
la surface refill qiii limite le pinceau. 

Done h prodnit dps nipmres cdffebriquei< des distances d'lin 
point M d'nn rayon qnelconqiie d'une conyruence mix deux foyers 
de ce rayon est eyal au quotient de V nice de la section droit e Jaite 
en M dans iin pinceau infiniment dMie ay ant ce rayon pour axe par 
la mesnre de Uanyle solide de ce pinceau^ ce rapport ayant le si^ne 
qui vient d'etre precise (Knnimeri. Gela eipiivaut a dire qne e’est la 
limite vers laquelle tend le i‘a[)[>oi“t analogue relatif a iin pinceau de 
section droite finie, lorsque cetto section di'oite tend vers zero dans 
toutes ses dimensions, sans que le [liiiceau cesse de contenir a son 
interieurle rayon coiisidere. On prend I'invorse de cette limite, qui ne 
depend pas de la maniei'e dont le [linceau se i‘etluit a son axe, comme 
mesnre de la densite dn pinceau infiniment delie au point M. 

Done la densite d' un pinceau de la conyruence, infiniment dHie^ 
en un point quelconqne de son axe, a pour mesnre T inverse dn pro- 
dait des distances alyidjvique.s de ce point aiix foyers de cet axe. 

Ce theoreme se recluit, pour la coni»Tncnce des nor*males a une sur- 
face (S), an theoreme de (lanss siir la coni'bnre totali‘ (Cf. pa£»*e Oq). 
(]ela resulto des remarques suivantes : si on prend pour M le pied 
d’une normale sur (S), les ilistances alg’cbriques de M aux foyei's de 
cette normale, qui sent les centres de coiirhnre [irincipaux de la sur- 
face i| 5), deviennent les I’ayons de conrhiire principaiix de (S') en M. 
Onpeut, de plus, considej*er alors (Sj comme su[)port de lacongTuence, 
et, comme cette surface est normale en M au rayon (D) considere, son 
aire elcmentaire en M esteg'aie a la section droite d'un pinceau, infini- 
ment delie, d’axe (D')., Enfin, la correspondance etablie [lar les direc- 
tions des rayons entre le support (S) et une sphere de rayon i, est ici 
la representation spherique de (S) : Tangle solide du pinceau est done 
Taire elcmentaire de la sphere qui est homologue a Taire elcmentaire 
de la surface (S) dans sa representation sphendque. 

Etude des sections droit es. — Si on imagine deux sections droites 
d’un m^me pinceau infiniment delie, d’axe (D), le rajiport de leurs 
aires cr et d est egal an rapport inverse des densites aux points M, M' 
de (D) ou sont faites ces deux sections. Si done r^ ; r\ sont les 
distances de M et INF, respectivement, aux deux foyers, on a, pour le 
rapport des aires : 




( 5 ) 
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Ce rap|»oi’t tend tlonc vers zero, si. M restaiit Hxe, M' vieot eii uii 
tbver. Le pincoau s’aplatit done en ses deux foyers, de niauiere que 
I'aire des sections droites coiTesi)oudaiites soit d’ordre iiiHnitesimal 
superieur a celui des autres sections droites. 

Nous pourrons preciser davantag^e au moyen des formules du ^ 6. 
Supposons le pinceau donne par la section droite faite au centre du 
rayon : c'est, d’apres le choix des axes de coordoiinees, la section faite 
par le plan des xy, En negdi^'eant les infiniment petits d’ordre supe- 
rieur au premierj les coordonnees d’un point du contour de cette 
section sont : 

(6) X = do, y = diL\ r = 0. 

Les coordonnees d'un point quelcoiique du rayon de la congruence 
passant en ce point sont : 

ic=/(y + d.v, to + dw) + ii.a (v -p du^ w + dw)^ ^ = ..., r = ..., 

ou, en neg^lig’eant les infiniment petits d'ordre superieur, et tenant 
compte des formules (i), (2), (8), (9) du § G, 

/ , , , die dv , / 

(7) x = dv + ii --- , ^ ~ -f du\ z = u. 

Si done on considere ii comme constant, les formules (6) et (7) 
expriment la correspondance etablie par les rayons de la congruence 
entre les points du plan r = o, et ceux du plan z ~ a. Reservant les 
lettres .r, y pour les premiers, et designant les seconds par X, Y, cette 
correspondance est done definie par les formules : 

( 8 ) + 

C’est unc correspondance lineaire, qui devient siuguliere si le 
determinant des coefficients de ./* et y est nul, e’est-a-dire pour : 

id — pq — 0. 

Cette condition ex[>rime [eqii. ( lo) § Gj que la section z — u est menee 
par un des foyers, F ; elle ne peut etre realisee que si les foyers sont 
reels . 

Dans le cas oii elle Test, on a identiquement, quels que soient 
X eXy I 
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Oil [o<{u. ( m), § 01 . eii (lesii’imiit j>ai* 0 Taui^’le du plan local (P), 
associe au lover F, avec le plan ^Ojc, 

Y = A t- e. 

Ouelle ({lie soil done la Ibrmede la section droite ceutrale, e'est-a-dire 
doiit le plan passe {lar le centre dii rayon, le pincectu est coape par 
le plan de aection droiie pfiKnani par an foyer saioant an segment 
rectiligne^ sitae dans le plan focal associe a ce foyer. La surface 
exti^rieure du pinceaii a don(% si on n(^‘g’lig*e lt‘s infiniment petits 
d'ordre su{»(irieiir au dianielre de la section droite centrale, I’aspect 
d’ane surface rcai’lee ayant deux directrices rectilig*nes, qui passent 
par les foyers de I’axe du pinceau, sent per{)endiculaires a cet axe, et 
sont situiis dans les plans Ibcaux assoeies, respectivenient, a ces foyers. 

Supposons, par exemple, que la section droite centrale soit uri 
cercle de rayon v\ la section par le plan de cote z = u sera I’ellipse ; 

+ (Y - "X)2 =zr^{i — 

P r/ ' \ pyj 

qui se reduit ell’ectivement a une droite double, pour zr = pq^ dansJe 
cas ou les foyers sont r(3els. 

L’aug-le CO d’un axe de cette ellipse avec le plan rCKr est doiiiie par la 
formule : 


(lo) 


tg 2(0 = 


q—p 


I 

ii * 


Dans le cas p = q (e’est-a-dire dans le cas des cou^^rueiices de nor- 
males, si cette circonstaiice se [»roduit pour tons les rayons ; et, plus 
q'eiieralenieiit. loutes les Ibis (:{ue les plans focaux sont rectan^ulaires), 
les axes sont done loujours dans les plans focaux, confondus alors 
avec les plans principaiix du rayon. 

Ge cas ecarte, si on projette la section sur le plan z = on verra, 
lorsque la cote a du plan secant varie ile — x a + oo, Tangde droit 
forme par les deux axes de la section touriier toiijours dans le meme 

sens : la rotation totale est do ^ , et lorsque la cote a tend vers ziiro, 

ces axes tendenl a se placer dans les {jlans principaux du rayon. Les 
deux ellipses fournies par deux plans (!*quidistants du centre da rayon 
sont, du reste, en projection, symetriques Tune de Tautre par rapport 
k Ox et ])ar rapport a Oy. 

Dans le cas des foyers reels, en ayant (3g*ard aux formules (17') 
du § 6, on met la formule (10) sous la foi'me : 


ig 2(0 =~ . tg* 2TiT, 
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ou iiilervieiineiit la demi-distance d des lovers, et Tau^le 2w des plans 
focaux. 

Les long'ueurs I des axes de Tellipse (pj sont doniiees par Tequa- 
tioii : 

/._[, + rH^ + ( ‘ -| y = « = 

et la loi de leur variation resulterait de Tetude de Thyperbole repre- 
seiitee par Tequation qu’on en deduit en posaut : 

/- = r-.y, = pq.x. 

Uii verrait aiiisi qiie si a varie de o a ± oc. Tun des axes croit 
coustammeiit, tandis que I'autre decroit d’abord, passe par uii mini- 
mum. et croit ensuite aussi constamment : les deux axes deviennent 
infinis avec la cote ii. 

Si les foyers sont reels (/jy>oi, le minimum du deuxieme axe 
est zero, et il a lieu, conformement a ce qu'ori a vu, lorsque le plan de 
section vient en un foyer ; le premier axe, situe alors dans le plan 
focal correspondant, a pour long'ueiir : 



sin 2nT 


On peut done dire que le pinceau s'etale le long* de ses directrices 
rectilig’nes sur uiie longueur superieure en general au double de son 
diametre central, et egale au double de ce diametre dans le cas oii les 
plans focaux sont rectangulaires. 

Remarque, — Le cas ou les foyers sont coufondus, sur le rayon 
considere, se traitera en laissant Torigine 0 arbitraire sur ce rayon ; 
on supposera seulement que le plan zOx est le plan focal double. 
Alors, h etant la cote du foyer double, et les autres hypotheses sur 
le choix des axes, faites au | 0, etant maintenues, la correspondance 
entre le plan 5 = o et le plan de cote a s'exprimera par les formules : 



en posant ici : 



En ecrivaut, en effet, que les racines de Tequation (7) sont egales 
k /i, et que la formule (6) donne, pour « = A, la valeur 0, on obtient : 

rt' = £,' = — -i- , i' = o. 



CHAPITRE VI 


I Go 

On voitque, si on se doiine arbitrairement la section ( 6 ) du pinceau, 
dans le plan 5 = 0, qui est ici un plan de section droite arbitraire, 
la section par le plan 5 — A, qui passe au foyer, est seule rectiligne : 
elle est encore dans le plan focal, et sa longueur est proportionnelle 
a la dimension de la section ( 6 ) perpend iculaire a ce plan focal. 

L’hypothese a” ~ 0, implicitement ecartee, correspond au cas oii 
le plan focal serait indetermine : la section droite du pinceau, par un 
plan passant le foyer, se reduirait alors k un point. 
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CONGRUENCES DE NORMALES 

Propriete caracteristique des congruences de normales 


I. — Goiisideroiis ime surface, les coordoiinte d’lui de ses points 
dependent de deux parametres ; Tensemble des normales a cette sur- 
face depend de deux parametres, et constitue une congruence. Pour 
obteuir les developpables de cette congruence, il suffit de considerer 
sur la surface les deux families de lignes de courbure, puisque les 
normales a une surface eu tous les points d’uiie ligne de courbure 
engendrent une surface developpable. Le plan tangent a cette develop- 
pable passe par la normale (D) et par la taii- 
gente a la ligne de courbure correspondante. 

C'est Fun des plans focaux de la droite (D). 

Ainsi les plans focaux sont les plans des 
sections principales de la surface. Les 
plans focaux d'une congruence de norma- 
les soni rectangulaires. II en resulte qu’une 
congruence quelconque n’est pas eii general 
constitute par les normales a une surface. 

Gonsiderons les deux lignes de courbure 
(y) (y') qui passent par un point M de la 
surface ; a la developpable de (y) correspond 
une ai*tte de rebroussement (A) dont le plan 
osculateur est le plan focal, le point de con- 
tact F de (A) et de la droite D est un des 
points focaux. L’artte de rebroussement (A) 
est Fenveloppe de la droite (D) quand le 
point M se deplace sur la courbe (y) ; le point F est aloi's Fun des cen- 
tres de coui'bure principaux de la surface au point M. Le plan focal 
associe est le deuxieme plan de section principale FMT. On aura de 
mdme une deuxieme artte de rebroussement (A^) en considerant la 
courbe (y^ 

On verra facilement que ces proprittts des centres de courbure 
Vessiot II 
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principaux et des plans de sections principales siibsisteiit, quelle que 
soit la nature des multiplicites locales de la congruence consideree. 
Reciproqiiement^ soit une congruence constituee par les droites (D) : 

x=^ f[V^w) + um(p^w)^ ij=g{p^io)-k- u.b(v^w)^ zz=h[v,w) + ux{v^w). 

Gherchons a quelles conditions on pent choisir sur chaque droite (D) 
un point M dont le lieu soit une surface constammeiit normale a (D). 
II faiit et il suffit pour cela que Ton piiisse determiner ii eii foaction 
de u, w de fagon que : 

'Zadx = o, 

oil : 

+ uda + adu) — o. 

Siipposons que a, b, c soieiit les cosinus directeurs ; alors u represente 
la distance du point P, ou la droite rencontre le support, aii point M, 
et on a : 

S<22==i, 'Zada = o. 

La condition precedente devient, par suite : 

du 4“ 'Zadf= 0 ; 

ou : 

(i) — da = liUdf, 

Cette equation exprime que 'Ladf est une differ eniielle totale exacte ; 
or : 

'Zadf = Sa — ofu + 'La^dw ; 
la condition est done : 



Do Do DiO 


ou : 


ou enfili : 

( 2 ) , 


s — ^ 

d^W 3d 30 ’ 3iD 



Do DiO/ 
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Nous trouvons iiue coudltiou unique. Or nous avons trouve prececlem- 
ment comine condition uecessaire rortho^onalitc des plans focaiix. 
Nous sommes done conduits a comparer les deux conditions. Les 
coefficients directeurs A,B, C d’un plan focal veriHent les relations : 

(3) Afl -{” -{“ Oc 0, 



Eliminant ii entre les deux dernieres equations, nous obtenons : 


(4) 


;a 24 : 

^A — 

dr 

dr 

: a ^ 

s\ — 

dir 

Do 


Les coefricients de direction des normales aux plans foeaux sont 
definis par (3) et (4) Si nous considerons A, B, G comme coordonnees 
courantes, (3) represeute un plan passant par Torigine, (4) nn cone 
ayant pour sommet Torigine ; et les generatrices d’intersectioii sont 
precisement les normales cherchees. Exprimons que ces deux droites 
sont rectangulaires ; le plan (3) est perpendiculaire a la droite (a, 6, c), 
qui est sur le cone (4), car des conditions Sa® = i et 'Zada = o, 
on deduit : 


\a — = o, 
dr 


da 

dw 


o; 


done les deux normales sont perpendiculaires a la droite (a, b, c) \ s 
elles sont rectangulaires, e’est que le cone (4) est capable d’un triedre 
trirectangle inscrit, ce qui donae la condition : 

£2\ = o; 

\dr doj Dir dr / 

c’esl precisement la condition ( 2 ). Ainsi la condition neceamire ct 
sufjisante pour qae la congruence soil line congruence de normales^ 
dest qae les plans focaiix de chaqae rayon soient rectangulaires. 

Supposons satisfaite la condition ( 2 ). Pour obtenir une surface 
iiormale a toutes les droites de la congTuence, il suffit de calculer ii 
en fonctioii de n, ce qui se fait par Tequation (i) : elle est, par 
hypothese, de la forme ■ 

du ~ d^ip.w)^ 


d’ou : 

(5) 


u = *P(v.n}) + cte. 



CHAPITRE Vn 


H y a done uue infinite de surfaces repondant a la question ; si deux 
points M et M' de (D) decrivent respectivemeat deux de ces surfaces, 
(S) et (S^), correspondant a deux fonctioiis, ii = PM, = PM\ 
donnees par la forinule.(5), la distance MM^ = u' — u sera une quan- 
tite constante, Les surfaces (S), (S') sout appelees surfaces paral- 
leles et une famille de surfaces par alleles adniet pour chaque 
normale memes centres de coiirhiire principaiix et mimes miiliipli’- 
cites focales ; ces multiplicites focales constituent la developpee de 
Tune quelconque de ces surfaces. 


Relations entre une surface et sa developpee 


2 . — Consideroiis une nappe de la developpee d'une surface (S). 

jj Supposons d’abord que ce 

(A) soit line surface (4>). Con- 

/ siderons une droite (D) de la 

/ congruence des normales a 

\\ / (S) ; cette droite est tangente 

\ en F k Tar^te de rebrousse- 

^ mfint (A) quiappartient a(^>) ; 

y les plans focaux associes k 

(D) sont le plan osculateur 
a (A) et le plan tangent a (^). 
Pour que la congruence soit 
^ une congruence de normales, 

^ il faut et il suffit que le plan 

y' osculateur a (A) soit normal 

a (4[>), done que (A) soit une 
geodesique de (^). La con- 
/ gruence des normales a la 

/y surface (S) est constituee par 

les tangentes d une famille 
* de geodesiques de sa deve- 

loppee Et reciproquement les tangentes d une famille de oc^ 
geodesiques dune surface quelconque (^) constituent une con- 
gruence de normales. 

SoitM le point ou la di'oite (D) coupe la surface (S); lorsque la droite 
(D) enveloppe Tarete de rebroussement(A), le point M decrit une ligne 
de coiirbure (y) de (S). A chaque point M de(S) correspond un point F 
de (^) ; il y a correspond ance point par point entre les deux surfaces ; 
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a la famille de li^iies de coiirbure (v) de (Sj coin-espoiid uae Famille 
de g-eodesiques de 

Voyons maintenaxit les courbes de contact (C) de (<i>) ; considerons 
la tang-ente FO a (G), c’est la caract^ristique du plan tangent a (<l>) 
lorsque le point M decrit (y) ; or ce plan tangent a (<3>) est le deuxieme 
plan focal, c’est le plan perpendiculaire au plan FMT passant par FM, 
c’est done le plan normal a (y) au point M. Done F6 est la caracteris- 
tique du plan normal a (y), c’est la droite polaire de (y). Les courbes 
de contact de {^) sont les courbes tangentes aux droites polaires des 
differents points des courbes (y). F0 etant dans le plan normal a (y) 
rencontre la tangente a la deuxieme section principale ; elle passe au 
centre de courbure geodesique de (y) sur (S). 


Surface Canal 


Supposons que Tune des nappes de la developpee se reduise a une 
courbe (cp). La droite (D) rencontre (cp) en Fun des points focaux F. 
L’une des developpables passant par (D) 
est un c6ne de sommet F ; Tune des lignes 
de courbure (y) de (S) passant par M est 
situee sur ce edne de sommet F. Or (y) est 
constamment normale a D, c’est done une 
trajectoire orthogonal e des generatrices du 
c6ne ; e’est-a-dire I’intersection de ce edne 
avec une sphere de centre F. Cette sphere 
en chaque point M est normale k la droite 
(D) ; elle est done tangente a la surface (S) 
tout le long de la courbe (y). A chaque 
pont F de (cp) correspond une sphere 

ayant ce point pour centre et tangente a (S) tout le long de la ligne de 
courbure correspondante. Done une surface (S), dont une nappe de la 
developpee est une courbe^ est Venveloppe d’line famille de spheres 
dependant d'un parametre. Nous appellerons une telle surface une 
surface canal ; on reserve cependant quelquefois ce nom aux enve- 
loppes de oo^ spheres %ales. La r^ciproque de la proposition pr6c6- 
dente est vraie, comme on le verra plus loin. 

La courbe (y) est alors I’intersection d’une sphere avec une sphere 
infiniment voisine ,* c’est un cercle. Le cone F est de revolution, I’axe 
de ce c6ne est la position limite de la ligne des centres, c’est la tan- 
gente Fk a (o). Considerons la tangente MT a (y) : MT, tangente en un 
point du cercle, est oi'thogonale k Fm ; Fn est done dans le second 
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plan de section principale. Les cojigpuencen considerees sonf done 
formees des generatrices de oc^ ednes de revolution^ dont les axes 
soni tangents a la courbe lieu des sojnmets de ces ednes. Et recipro^ 
qaement foute congruence ainsi constitiiee est une congruence de 
normales^ car les plans focaux sont les plans tang*ents et les plans 
m^ridiens de ces ednes, et sont par consequent rectan^ulaires. 

Cyclide de Dupin 

Voyons si les deux nappes de la developpee peuvent se reduire 
a deux courbes (c) et (c'). Les developpables de la congruence sont les 
cones ayant leur sommet sur Tune des courbes et passant par Tautre. 
Tous les ednes (F) de revolution doivent passer par la courbe (9')^ 
Cette courbe (o') est telle qu’il passe par cette courbe une infinite de 
cones de revolution ; de meme (9). Done (9), (9') ne peuvent dtre que 
des biquadratiques gauches on leurs elements de decomposition. Mais 
aucune de ces courbes ne pent etre une biqiiadratique gauche, sans 
quoi par une d'elles passeraient qiiatre cones du deuxieme degre seu- 
lement. 

Voyons si Tune d’elles pent dtre une cubique gauche ; les ednes du 
deuxidme degre passant par une cubique gauche (o') ont leurs som- 
mets sur (9) : les deux courbes (9) et (9') seraient done confondues. 
Examinons alors s’il pent exister des cubiques gauches telles que les 
ednes du deuxieme degre qui les contiennent soient de revolution. 

Un tel edne aurait pour axe la tangente F?z ; 
or il contient cette tangente, done il se decom- 
poserait. Ainsi ni (9), ni (9^, ne peuvent dtre 
des cubiques gauches. 

Supposons alors que (9') soit une conique ; 
le lieu des sommets des ednes de revolution 
passant par cette conique est, comme Ton sait, 
une autre conique, qui est la focale de la pre- 
miere. ILy a rdciprocite entre ces coniques, et 
les ednes de revolution ont pour axes les tangentes aux focales. Done 
les droites rencontrant deux coniques focales Vune de V autre consti~‘ 
tuent une congruence de normales. Les surfaces normales a ces 
droites s'appellent Cy elides de Dupin. Leurs deux systemes de lignes 
de courbure sont des cercles. 

Cas particuliers. — Supposons en particulier que (9') soit un 
cercle ; alors le lieu des sommets des ednes de revolution passant 
par (9') est Faxe (9) de ce cercle, et nous voyons que toutes les droites 
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qui sappuient sur an cercle (9'; H stir son </,/•/> ('^) sont norraales 
a line fcimille de surfaces. Ces surfaces soiit des lores de revolution 
autour de Taxe (c), le lieu du centre du cercle meridien etant le 
cercle (9'). 

Supposons que if) soit uue droite : la surface est Tenveloppe d’uue 
famille de spheres ayaut leurs centres sur cette droite. G’est line sur- 
face de revolution autour de ('/j ; la premiere nappe de la developpee 
est la droite (9'j, la deuxieme est engendree par la rotation de la deve- 
loppee de la meridienne principale ; pour que ce soit une courbe, 
il faut que la developpee soit un point, done que la meridienne soit 
un cercle, et nous retombons sur le cas du tore* 


Gas singulier 

Gherchons eiifin si les deux nappes de la developpee peuvent etre 
confondues. S’il en est ainsi, les deux families de lignes de courbure 
de la surface (S) sont confondues : e'est le cas des surfaces reglees a 
generatrices isotropes. Les deux nappes de la developpee se redui- 
sent, pour ces surfaces, a une seule courbe, comme on le verra au 
paragraphe suivant. 


Etude des surfaces enveloppes de spheres 

3. — Nous avons amends, en discutant la natui'e de*la d6velop- 
p4e d’une surface, a considerer les surfaces enveloppes de spheres. 
L’etude de ces surfaces va nous conduire maintenant aux reciproques 
des proprii^t^s precedentes. 

Gonsid^rons une surface (S), enveloppe de 00^ spheres (S). Chaque 
sphere coupe la sphere infiniment voisine suivant un cercle, et les 
normales k (S) en tons les points de ce cercle passent par le centre de 
la sphere. Le lieu des centres des spheres est une courbe rencontr^e 
par toutes les normales a (S), e’est une des nappes de la developpee. 
D’autre part, la sphere (S) ^tant tangente a la surface (S) tout le long 
du cercle caract^ristique, ce cercle est une ligne de courbure de la 
surface (S), d’apr^s le Th^oreme de Joachimsthal. Les surfaces enve- 
loppes de spheres ont une famille de lignes de courbure circulaires. 
Reciproqnement^ toute surface ayant une famille de lignes de cour- 
bare circulaires est une enveloppe de spheres. Consid^rons en effet 
une ligne de courbure circulaire (K) ; toute sphere passant par (K) 
coupe la surface (S) sous un angle constant, d'apr^s le Thdoreme de 
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Joachimsthal. Or il existe une sphei'e passant par (K) et tangente a (S) 
en Tun des points de ce cercle ; cette sphere sera alors tangente a (S) 
en tons les points du cercle (K), et toute ligne de courbure circulaire 
est courbe de contact d’une sphere avec la surface. La surface est Ten- 
veloppe des spheres ainsi determinees. 

Soit (a, b, c) le centre et r le rayon de Tune des cjo^ spheres considc- 
rees \ r sont des fonctions d’un meme parametre. 

La sphere a pour equation : 

(x — af 4- — hf 4- (ir — = o ; 

la caracteristique est definie par cette equation et par Tequation 

(x — d)da 4- [y — b')db 4- (- — d)dc 4- rdr = o. 

On verifie bien que c’est un cercle dont le plan est perpendiculaire a la 
direction da^ db^ dc, de la tangente au lieu des centres des spheres. 

Nous venons de considerer les surfaces dont une famille de lignes 
de courbure est constituee par des cercles. Voyons si les deux families 
de lignes de courbure peuvent ^tre circulaires. La surface correspon- 
dante pourra etre consideree de deux fagons diff^rentes comme Tenve- 
loppe de 00 ^ spheres. Les deux nappes de la developpee seront des 
courbes. La surface est done une Cy elide de DapirX ; et ceci va nous 
fournir, pour lY'tude de cette cyclide, un point de vue nouveau. 


Correspondance entre les droites et les spheres 

Les droites et les spheres sont des elements geom6triques qui depen- 
dent de quatre para metres. Ge fait seul permet de prevoir qu’il y aura 
une correspondance entre Tetude des syst6mes de droites et celle des 
system es de spheres. Cette correspondance trouve son expression ana- 
lytique dans une transformation, due a Sophus Lie, que nous expo- 
serons plus tard. Mais nous la verrons se manifester auparavant dans 
diverses questions. G’est ainsi que Ton peut considerer dans la geo- 
m6trie des spheres les enveloppes de cao^ spheres comme correspondant 
aux surfaces reglees, lieux de oo‘ droites ; la cyclide de Dupin corres- 
pond alors aux surfaces doublement r^glees, done aux surfaces reglees 
du second degre. Nous allons voir Tanalogie se developper dans 
r^tude qui suit. 

Soit (S) une sphere de la premiere famille, (S') une sphere de la 
deuxieme famille, (S) touche (S) suivant un cercle (K), S' touche (S) 
suivant un cercle (K'), La surface (S) etant engendree par le cercle (K) 
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ou par le cercle (K'), il en resuUe que ces deux cercies out au inoijjs 
un point commiin M ; soient 0, O' les centres ties spheres (S) (1'), 
OM et O'M sont normales aux spheres (S) (S') et par suite normales 
en M a la surface. Done elles coincident, 0, M, 0' sontsur une mSme 
droite ; les spheres iS) (S') sont tangenles en M. Une sphere de Time 
des families esf langente a une sphere qiielconque de V autre 
famille (A rapprocher de : Deux generatrices de systemes differents 
d’une quadrique se rencontrentV 

Considerons trois spheres fixes (S), (SJ, (Sg) d une des families. 
Elles sont tangentes a toutes les spheres de Tautre famille, et par 
suite la surface esf renveloppe des spheres tangentes a frois spheres 
fixes. (Une quadrique est le lieu d’une droite rencontrant trois droites 
fixes). Les trois spheres (S), (S^), (So) se coupent en deux points qui 
peuvent etre consideres comme des spheres de rayon nul tangentes a 
(S), (S^), (Sgj ; done il y a deux spheres de rayon nul dans chaque 
famille de spheres enveloppees par la cvclide. Les spheres de Tautre 
famille devant etre tangentes k ces deux spheres de rayon nul passent 
par leurs centres. Ces deux points sont sur le lieu des centres des 
spheres, done sur les coniques focales ; si done nous considerons les 
deux coniques focales, les spheres (Tune des families ont leurs cen- 
tres sur rune des coniques et passent par deux points fixes de Fan- 
tre^ symefriques par rapport au plan de la premiere. Il est alors 
facile, avec cette generation, de tx'ouver Tequation de la cvclide. 


Equation de la Cyclide de Dupin 


I® Supposons d’abord que Tune des coniques soit une ellipse, par 
exemple : Tautre est une hyperbole. Prenons pour axes ojr, oy les axes 
de Tellipse, dont Tequation, 
dans son plan, est ; 

(E) .S+g-«=o. 


L’hyperbole focale est dans 
le plan ^ = o. Elle a pour 
equation, dans ce plan, . 


(H) 




I = o. 


— IP (p 

Un point to de Fellipse (E) a pour coordongees : 
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x=zacoso^ i/=bsmrs, 5 = 0 . 

Soil, sur I’hvperbole (H), les points fixes A et A' definis par les 
formules : 

.ro, I/O = o, V = 6® — * )• 

Uequation d’une sphere ayant pour centre w, et passant par les 
points A et A' sera : 

(x — a cos + (1/ — b sin 9)2 -f z= (j?o — cos 9)^ + b^ sin® 9 + 



ou : 

*51?® + + -T® — 2 «.r cos 9 — 2bi/ sin 9= j?o® -i- 6® — 2<7a?o cos 9 ; 

ce qui s’ecrit : 

2a (x — X{j) cos 9 + 2by sin 9 = a?® /y® + 5® + 6® — » 

en posant, suivant Tusage, 


c® = ^® — i®. 

L’equation de la sphere ( 2 ) est ainsi de la forme 
A cos 9 + B sin 9 = C ; 

et Tequation de Tenveloppe, qui exprime que I’equation precedente a 
une racine double, est, par suite, 

A® +- B® = G®. 

Done la cyclide a pour Equation : 

4«®(a; — X(,y 4- + 6* — • 

2® Supposons maintenant qu’une des coniques soit une parabole. 
L’autre est aussi une parabola. Prenons pour Ox et Oy Taxe et la 
tangente au sommet de Tune de ces paraboles ; les equations de ces 
deux coniques sont : 
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(P) r = o, //- = '>poo, 

I P'l ij =z o, .7*- 4- r’ = {x — [if. 

Le centre C de la sphere sur la para- 
bole P a pour coordonnees : 

.7* = 2/)/.-, ij z=i 2p\ r = o. 

Les points Hxes A et A' sur la pai*a- 
bole (P') sont definis par les formules : 



i'o = o, — p)- — ■ 


L’equation de la sphere est : 


{x — 7,p\^Y + {y— + kp^')? + (a;„— p')2— .r„», 


ou : 


• 3 ?- + — {>*0 — pf — 4/% — kp{x— . ro ))” = 0 ; 

et Tequation de Tenveloppe, c’est-a-dire de la cyclide, est : 


[X^ 4- ^2 + 5:2 _ _ p)21 4. py 2 — (y^ 

La surface, qui est en q’^neral du quatrieme ordre, est ici du troi- 
sieme seulement. 


Surface canal isotrope 


Parmi les surfaces re^lees, nous avons consid^re les surfaces deve- 
loppables, ou chaque generatrice rencontre la g^en^ratrice infiniment 
voisine. Le cas correspondant pour les enveloppes de spheres sera 
celui ou chaque sphere esf tangente a la sphere injininient voisine. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le plan radical des deux 
spheres leur soit tangent. 

Soit la sphere : 

(1) {x — af ^-{y — bf 4- (^ — cf — = o. 

Le plan radical de cette sphere et de la sphc'^re infiniment voisine est : 

(2) {x — d)da + {y — b)db 4- — c)dc 4- rdr = 0 ; 
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pour qu’il soit taiiq'eiit a la sphere (i), il faut et il suffit que le carre 
de sa distance au centre (a, b, c) soit eg*ale a r®, done que : 

ou : 

( 3 ) da^ + db^- + dc^ = drK 

Cette condition exprime que le rayon r est egal, au signe pres, a 
Tare H de la courhe (C), lieu des centres des spheres, cet arc etant 



compte ^ partir d’une orig’ine arbitraix'e, Comme r ne figure, dans 
I’equation (i), que par son carr6, on pourra adopter la solution r = .s‘. 

Gherchons le point de contact de la sphere avec la sphere infiniment 
voisine. C’est le pied de la perpendiculaire abaissee du centre sur le 
plan tangent ( 2 ) : ses coordonnees satisfont done aux equations : 

.r — a // — b r — c — rdr _5_ , 

da db dc dd^ dr ds ' 

d'ou : 

x=a — = a — SOL, y=-b — .9^5 z — c — 

a, Y etant les cosinus directeurs de la tangente. On obtient ainsi le 
point I, qui decrit une developpante (T) de la courbe (C). 

^intersection d’une sphere avec la sph^ire infiniment voisine n’esl 
autre que I’intersection de cette sphere avec un de ses plans tangents : 
c’est un couple de droites isotropes se coupant au point I. V eiweloppe 
86 compose de deux surfaces reglees a generatrices isotropes. Nous 
I’appellerons une surjace canal isotrope. Reciproquement une surface 
reglee a generatrices isotropes est une nappe de Venveloppe dune 
famille de spheres dont chaciine est tangents a la sphere infiniment 
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voisine. (Jon side roiis, en ett*et, line g*entn*a trice iso I rope (D) d'liiie telle 
surface (S). Par cette g’eneratrice isotrope (D) passeiit une infinite de 
spheres ; ces spheres contiennent la droite (D) et le cercle imag-inaire 
a rinfini, ce qui doune sept conditions : elles dependent de deux para- 
metres arbitraires. Si nous imposons a une telle sphere la condition 
d'eti‘e tan^ente a la surface consideree (S) en deux points a distance 
finie de la droite (D), elle sera enticrement determinee; mais de plus 
elle est tang’ente a la surface ( S) au point a Tinfini sur (D). Done cette 
sphere (^) se raccorde avec (S) tout le lon^ de la g-eneratrice (D). La 
surface (S) fera partie de Tenveloppe de ces spheres. De plus, la sphere 
(S) ayant en commun, avec la sphere infiniment voisine, une g^enera- 
trice (D), lui sera tangente en deux points de cette generatrice : Tun 
deux, I, sera a distance finie. 

Sur une telle surface (S), les deux systemes de lignes de courbiire 
sont coufondus avec les generatrices isoti'opes ^ch. Ill, § 7, p. 5 ij. Les 
deux nappes de la developpee sont confondues avec la courbe (G) ; car 
les uormales k (S;, aiix divers points d’une meme generatrice isotrope 
(D), vont passer par le centre co de la sphere (S) correspondante. La 
courbe (F) joue ici un role analogue k Farete de retroussement des 
surfaces developpables. En efiet, pour une developpable, il y a uu 
element de contact (point de Farete de rebroussement et plan oscula- 
teur en ce point) commun k une generatrice et a la generatrice infini- 
ment voisine. Ici, e’est F^lement de contact constitue par le point I et 
le plan tangent a la sphere en ce point, plan normal a Iw, qui est com- 
mun a la sphere (S) et a la sphere infiniment voisine. 

Le point lest un ombilic de la surface (S). Gar, d’api'es ce qui vieut 
d’etre dit, le lieu (F) des points I est normal alco, et a pour developpee 
le lieu (G) des centres to des spheres fS). Done co, centre de courbiire 
pidncipale double en tout point de (D), est encore, en I, centre de cour- 
bure normale de (F), puisqu’il est sur la normale a la surface et sur 
la surface polaire de (F). Des lors, toutes les courbures normales sont 
egales en I ; et I est bien un ombilic. 

Pour Fenveloppe des spheres (^), la ligne (F) est une ligne double, 
e’est un lieu d’ombilics pour chacune des deux sui'faces (S), dont elle 
se compose, et qui sont tangentes en tout point de cette ligne. Nous 
Fappellerons la ligne oinbilicale de la surface canal isotrope. 


Bandes de courbure et bandes asyjnptotiques 

4. — Gonsiderons une surface (Sq) et une ligne asymplotique. Les 
tangentes a cette ligne en chacun de ses points engendrent une d 6 ve- 
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loppable, et relemeiit Je contact commun a uiie g'eneratrice et a la 

^eneratrice iufinimeiit voisine, comprenant 
un point de la lig-ne et le plan osculateur, 
qiii esL tang‘ent a (Sq), est un element de 
contact de (Sq). 

Gonsiderons, de meme, une li^ne de 
courbure(r) d’une surface (S<j) : la iiormale 
a cette surface, aux divers points I de (F), 
engendre une dcveloppable. Soit (C) Farete 
de rebroQssement, 0 le point de contact 
avec la normale ; 01 est egal a Fare de (G). 
Si done nous considerons les spheres de centres 0 et de rayons 01, 
chacune de^’ces spheres touche la sphere infiniment voisine, et Fele- 
ment de contact [I, (P)], commun a ees deux spheres, est un element 
de contact de lafsurface (Sq). 

Appelons sphere de coarbiire de (S<,) toiite sphere ayant pour 
centre un centre de courbure principal et pour rayon le rayon de 
courbure principal correspondant. Nous voyons que : 

Les spheres de courbure de (S„) qui correspondent a une m^me 
ligne de courbure (F), envetoppent une surface canal isotrope^ 
aganf (F) pour ligne ombilicale. 

Reciproquemenf, si une surface canal isotrope est circonscrite 
a la surface (Sy) le long de sa ligne ombilicale (F), celle-ci est ligne 
de courbure pour (Sq.), car les normales communes a (Sq) et a (S), 
aux divers points I de (F), enveloppent le lieu des centres 0 des sphe- 
res (^) qui out (S) pour enveloppe. De plus, les spheres (2) qui enve~ 
loppent la surface (S), sont les spheres de courbure de (Sy), qui cor- 
respondent a la ligne de courbure (F} ; car le centre 0 de chacune 
d’elles.est le point de contact de la normale 10 avec le lieu de ces 
centres. 

Les choses s’enonceiit d’une maniere plus nette eii substituant a la 
notion de courbe la notion de hande ou bandeau d’elements de contact. 
Une band© esl, par definition, formee de c5c* . elements de contact 
appartenant a une memo multiplicite [ch. VI, | 3] ; le lieu des points 
de ces elements de contact est une courbe, et les plans de ces elements 
de contact sont tangents a la courbe aux points correspondants. Une 
bande appartenant a une surface est form(l‘e des points d’une courbe 
Iracee sur la surface, associes aux plans tangents a la surface en ces 
points. Elle est formee, eu d’autres termes, des elements de contact 
communs a la courbe et ti la surface. 

On appellera bande de rebroussement d’une surface developpable 
le lieu des elements de contact communs k chaque gdndratrice et a la 
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c^eiieratrice iufiriimeiit voisiiie. Et 011 appellera bancle ombilicale 
d'uiie surface canal isotrope le lieu des elements de contact commuiis 
a chacuue des spheres inscrites a la surface et a la sphere infiuimeat 
voisiue. 

Appelons de meme bande asymptotique^ bande de coiirbare les 
lieux des Elements de contact d'une surface qui appartienneut, respec- 
tivement, a une ligne asymptotique, et a uue ligne de coiirbure de 
cette surface. Et nous pourrons euoncer les resultats precedents : 

Une bande asymptotique d' une surface est la bande de rebroiisse-- 
ment dune developpable ; une bande de coiirbure dune surface est 
la bande ombilicale dune surface canal isotrope, Reciproquement : 
toute bande de rebroiissement dune developpable^ qui appartient 
a une surface (S^), est bande asymptotique de (Sg)/ toute bande 
ombilicale dune surface canal isotrope, qui appartient a une sur^ 
face (Sg), est bande de coiirbure pour (Sg). 

On voit ainsi, en particuliei% qu’au point de vue de la correspoii- 
dance entre droites et spheres, les lignes asymptotiques correspondent 
aux lignes de courbure. 

Remarques. — Sur chaque element de contact [M, (?)] d’une 
bande, il y a deux elements lineaires a considerer, un element 
lineaire etaiit forme d’un point 
et d’une droite passant par ce 
point. Ce sont : V element lineaire 
tangent forme du point M de 
Telement et de la tangente (T) 
a la courbe qui sert de support 
a la bande, courbe qu'on pent appeler simplement la courbe de la 
bande ; et Y element Lineaire caracieristique forme du point M et de 
la caracteristique (K) du plan (P), c*est-a-dire de la gen^ratrice recti- 
ligne de la developpable enveloppee par les plans (P), ou develop- 
pable de la bande. Ces deux elements lineaires sont correlatifs, au 
point de vue de la dualite ; une bande est correlative d’une bande. 

Dans une bande asymptotique^ les elements lineaires tangent 
et caracteristique (T) et (K) sont confondns pour tout element de 
contact de la bande el reciproquement : dans une bande de courbure. 
Us sont rectangalaires et reciproquenYent. Les termes de bande 
asymptotique et de bande de courbure out done un sens par eux- 
mtoes, sans supposer une surface (Sg) ^ laquelle appartieinie la 
bande consideree. 

Si la bande de rebroiissement est donnee, la developpable corres- 
pondante est la developpable de la bande. Si la bande de courbure est 
donnee, sa courbe (y) est ligne d^ courbure de la developpable de la 
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bande ; et la sariare caual isotrope doiit la baiide ombilicale se coii- 
foud avec cette baiide de courbure est Tenveloppe des spheres dc 
courbure de la developpable, construites aux divers points M du sup- 
port de la bande. Lea termea : bande ombilicale^ bande de courbare^ 
sont done equivalents ; de m^me qiie ceux de bande asymptotiqne et 
bande de rebroiissement. 

Remarquoiis encore que, si Ton se donne line bande de courbure, 
la sphere de courbure qui correspond a iiu element de contact [M, (P)] 
de la bande est definie par la condition d'admettre [M, (P)] pour un 
de ses elements de contact et d’avoir son centre sur la droite polaire 
de la courbe (y) lieu des points M (Voir | 2 et | 3). Cette seconde 
condition exprime que la sphere a avec (y) un contact du second 
ordre ; de meme que dans une bande asymptotique chaque plan (P) 
est osculateur a (y). G’est done une uouvelle analogue entre les bandes 
de courbure et les bandes asymptotiques. 


Lignes de courbure des enveloppes de spheres 

5. — Nous counaissons deja une des families de lignes de courbure, 
celle qui est constitiiee par les caracteristiques des spheres. Determi- 
nons la deuxieme lamille. 



Soit (C) le lieu des centres des spheres (S) considerees. Exprimons 
les coordonnees x> z d’un de ses points en fonction de Tare (s ) ; 
Tune des spheres de centre w rencontre la sphen'e infiniment voisine 
suivant un cercle (K) dont le plan est normal a la tangente coT. Intro- 
duisons le triedre de Serret, construit au point w de la courbe (G), et 
definissons par rapport a ce triedi'e les coordonnees d’un point M de la 

surface, e’est-a-dire du cercle (K). Appelons 6 Tangle To>M : cet angle 
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est le meme pour tous ies points tin cercle (K). Projetoiis M eii P siir 
lo plan normal, et soil rang-Ie (wX, wP) de ojP avec wN, compte posi- 
tivement de wX vers ct>B. Les coordonnees de M par rapport an tricdre 
de Serret sont, en appelant o le rayon de la sphere (S), 

(1) ^ ^ r? ^ ^ ?* 

Par rap[)ort a un systeme d'axes qiielconques, ces coordonnees 
sont, 

(2 ) X = .r + x; + x'v, + x’Z, Y = y + b- + b'r^ + 

Z = 5 -}- cH c't, -j- c'Z. 

Ecrivons qiie (Kj est le cercle caracteristique de la sphere (^) : ce 
cercle a pour equations : 

i: (X — f = o, 

:i:a(X — a-) + p^= o. 


En supposant que le triedre de coordonnees coincide avec le triedre 
de Serret, la deuxieme equation devient : 


c’est-a-dire : 


V , dp 


a I 

p COS a + p — = o, 
as 


fi dp 

cos 9 = — . 

ds 


L'angle 0 est aiiisi defini en fonction de s; et la surface enveloppe 
des spheres ( 2 i) est, des lors, representee par les equations (2), an 
moyen des parametres s et cp. 

Gherchons ses lig*nes de courbure. Ge sont les trajectoires orthogo- 
nales des cercles (K), definis par 5 = c^®. La tangente a ime courbe 
quelconque passant par M a pour coefficients directeurs : 


dX=zxds + V^(h 

rl 


— r, j ds + Z^ds xdH + a'dr, + x’cK,, 


dY = ..., dZ = 


Vessiot 


12 
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Ell prenant de nouveau le triMre de Serret pour triMre de coordon- 
nees, ces coefficients directeurs deviennent : 

(1— + + + _|-c& + 

Pour la taiii^-ente au cercle (K), ds = o, et les coefficients direc- 
teurs sont : 

0; = o, or, = — rj sin 9 sin c 8s = 0 sin 0 cos o ^9. 

La condition qui definit les trajectoires orthog*onales des cercles (K) 
est done : 

— + -|- ^ «*>• + d siu o + 1^— A f/s + c?sj cos !p= o. 

Elle devient en remplagant */i, ^ parleurs valeurs (i) : 

0 cos 9 • ^ , P sin 0 7 -a 7 

' — - — sm 9 ds + — P 

R 1 

ou : 

r, V df If cotff 6, sin y 

R 

C’est une equation de la forme ^ = A sin 9 + B. 

Si on prend comme fonction inconnue tg* , on est ramene d une 
equation de Biccafi, 

L’angle 9 est Tangle du rayon IM avec un rayon origine, determine 
pour chaque cercle (K). On conclut done, en raisonnant comme au 
Gh. VI, § 4 » p. 14I9 que quatre lignes de coiirbure non circiilaires 
dune enveloppe de spheres coiipent les cercles caracteristiques en 
quatre points dont le rapport anharmonique est constant. Nouvelle 
analogic avec les lignes asymptotiques d'une surface reglee. 

On obtient les simplifications habituelles si on connait a priori 
une ou plusieurs int^grales de Tequation. Ainsi, si on considere une 
enveloppe de spheres (iil) ayaut leurs centres dans un plan, tons les 
cercles caracteristiques sont orthogonaux a la section de la surface 
par ce plan, qui est alors une ligne de courbure. La determination 
des lignes de courbure se ramene dans ce cas k deux quadratures. 

Remarque i. — La recherche des trajectoires orthogonales de 00 ^ 
cercles^ engendrant une surface cerciee quelconque, conduit aussi a 



CONGRrENCES DE NORMALES 


179 


uiie equation cle Riccati, comme nous allons ie voir. Soient 
les coorcloiiriees du centre I de I’un quelconque des cercles consideres, 
et po son rayon ; soient a, y les cosinus directeurs de son axe IT, qui 
ue sera pas ici, en g-eneral, tang-ent a une courbe fixe (C) ; soient enfin 
yj, y' ; -f les cosiiius directeurs de deux directions IT\ IT^', 

choisies de maniere que le triedre I.TTT" soit un tri^dre trirectang’le 
direct. Si on designe par 9 Tangle (IT', Dl) de IT' avec un rayon 
quelconque IM du cercle, compte positivement de IT' vers IT", les 
cosiniis directeurs de ce rayon IM sont : 

( 5 )a^^=x cos c + a"sinc, ^0 = coso -j- ^S"sin^, Yo=v'cos9+ y'^sinc; 
et les equations de la surface cerelee peuvent s’ecrire : 


(6) X = j:*u + po^U’ ^ — ^0 + Por'o’ Z == Sq + poyoi 

-0; po; ^5 etant des fonctions d’un meme 

parametre t. Lorsque t varie, le tiedre I.TT'T" se deplace, et il sera 
commode d'inlerpreter ce deplacement an point de vue cinematique, 
eu considerant t comme la mesure du temps. 

Cherchons les composantes d’un deplacement infinitesimal : c/X, dY, 
dZ^ sur la surface, relativement aux axes IT, IT', IT", Dans le caleul 
s’introduisent les composantes sur les memes axes de la vitesse du 
centre I, et de la rotation instantanee du triMre, que nous d^signe- 
rons par les notations : 


(7) 




P = 


^ ,/C[a' ‘ 


dt ’ 


7 = 


d(f" 

dt 




dt 


La sommation s’etend aux lettres x, y ; ic, r. Nous obteiions 
les formulas : 


( U = SarfX = [Wq + po [q sill o — rcos cp)] dt^ 

(8) J V == 2 a'rfX= (wu — po p sin c) dt + cos cp. rfpo — po sin cp rfcp, 
( W = 'ZaP dK={iO{i + po/> cos 9) dt + sin 9. c/po + po cos 9 <^9, 

qiTil serait facile de deduire directement de la tWorie du mouvement 
relatif. 

Si on exprime que ce deplacemeiit (8) est normal au d^placement sur 
le cercle generateur, qui a pour composantes, sur les memes axes, 
0, — sin 9, cos 9, on obtient la condition qui d6finit les trajectoires 
orthogonales cherchees : 
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Oil verifierait sails peine que Pequatioii ( 3 ) trouvee an Ch. VI, § 3 , 
pour les trajectoires d’uiie famille de cercles dans iiu plan, est uii cas 
parti culier de celle-ci. 

En prenant, comme alors, pour inconnue tg*-^ , on ramfenera cette 

equation (9) a la forme d’une equation de Riccati ; et, comme alors, 
on pourra conclurede la, en particulier, que les trajectoires orthogo- 
nales (Tune famille de cercles etablissent entre les points de deux 
quelconqiies deces cercles line correspondance homographique. 

Remarque 2. — Du calcul, fait plus haut, pour arriver aux equa- 
tions parametriques d’une enveloppe de spheres, on conclut que, pour 
que oc^ cercles soient les cercles caracteristiques de oc* sphei'es, il faut 
et il suffit : que leurs axes engendrent une surface developpable ; 
2*^ que, si on definit alors chacun de ces cercles par Tintersection d’une 
sphere ayant pour centre le point de contact w de Taxe du cercle avec 
la courhe (G) que cet axe enveloppe, et d’un demi-cone de revolution 
ayant son sommet au meme point 6), Tare s de (G), le rayon p de cette 
sphere, et Tangle 6 que fait la direction positive de la tangente a (G) 
avec les generatrices de ce demi-cone soient lies par la formule ( 3 ); 
e’est-a-dire par la condition : 

(10) d/p -f cos 6. ds = o, 

qu on retrouverait, du reste, en appliquant a coM la formule generale 
sur la variation d’un segment de droite [Gh. V, | 6]. 

Mais on pent remplacer ces conditions par une autre. Remarquons, 
en effet, que le cercle caracteristique d’une sphere variable : 

(i i) :£ (X — xf — p^ = 0, ^(X — x) dx pc/p = 0, 

rencontre le cercle infiniment voisin aux deux points qui sont definis 
par ces equations (i i) et Tequation obtenue en diflP^rentiant la seconde. 
Et cherchons k exprimer qu’un cercle variable quelconque, represente 
par les Equations (6), rencontre effectivement en deux points son cer- 
cle infiniment voisin. 

Les points de rencontre de ce cercle avec le cercle infiniment voisin, 
s’il y en a, sont definis par les Equations dX = dY = d/Z = 0, 
e’est-a-dire par les equations ^quivalentes U = V = W = 0. Elimi- 
nant Tinconnue auxiliaire d/cp, on obtient done, pour determiner ces 
points, les deux equations : 

(12) r cos cp — y sin c — -^ = 0, Vq cos cp + Wq sin 0 + o. 

Po 
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On en dMuirait Facilement la coiiclitioa exprimant queces equations 
ont, en tfir — , une solution commune : 


(ypo^ — "o/fo)' + (^po ^ + "oi’o )'= (yi’n + riOtOW- 

C’est la condition pour que chaque cercle rencontre le cercle infini- 
ment voisin en un point, c’est-a-dire pour que les cercLes consi- 
deres aient une courbe enveloppe. 

Pour qu’il y ait deux points communs, il faut et il suffit que les 
equations (12) soient identiques. Cela donne d’abord la condition : 


qvQ + rw^ = o. 

En tenant compte des formules (7), cette condition s’ecrit : 


SaWjr*o 



-r)(dy,.clv 


ch,.d^f) = 


dX(i dy^ dso 
doL d^p r/y 


Elle exprime done que Taxe du cercle entendre une developpable, 
ce qui est la premiere des conditions enoncees plus haut pour les cer- 
cles gen^rateurs d’une surface canal. 

Cette condition 6tant supposee remplie, nous reintroduisons les 
notations du debut du paraa^raphe, et les coordonn^es x^y^ z du point 
de contact w de Taxe du cercle avec son enveloppe (C) ; en posant : 


(i3) /i = <i)I = p cos 6, 

nous avons alors, successivement : 


Xo = X + Aa, yQ = y + hp, 5^ = 5 -f Ay ; 

dx^ = ciL{ds 4- dh) + Arfa, = • . . , ds^ = . . , ; 

n^di = ds + dk, y® = ^^^0 -= — hq ; 


de sorle que les equations (12) deviennent : 

r cos <p — q sin 9 — =0, r cos cp — y sin o -f- = 0. 

La condition d’identit^ de ces equations se reduit done k*: 


hijds -{- dh^ 4“ po(/po — O; 
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ce qui, en observant que : 

*4“ po~ hclh po^Po = P^P' 

s’ecrit : 


hclii -f- = o- 


II ne reste plus qu’a remplacer h par sa valeur (i3), pour retrouver la 
condition ( 10 ), qui achcve, d’apres ce qu’oii a vu, de caracteriser les 
cercles caracteristiques de oc^ spheres. 

Nous concluons done que la condition necessaire et suffisantc pour 
que 00 * cercles engendrent une surf ace canal, ou, dune maniere plus 
precise, pour qdils soient les cercles caracteristiques de 00 ^ spheres, 
est que chacun deux rencontre en deux points le cercle infiniment 
voisin , 


Gas ou une des nappes de la d^veloppee 
est une d^veloppable 

C. — Nous venons de consid6rer le cas ou une des nappes de 
la d^veloppee d’une surface est une courbe. Correlativement, conside- 
rons maintenant lecas ou une des nappes de la developpee est une sur- 
face d^veloppable. Alors les plans tangents k cette d6veloppable consti- 
tuent une des families de d^veloppables de la congruence ; un tel plan 
(P) coupe la surface suivant une courbe normale ^ toutes les droites de 
la congruence situees dans ce plan et qui sera une ligne de courbure . 
En tout point de cette ligne, la normale k la surface est dans le plan 
(P). Done le plan (P) coupe orthogonalement la surface (S) tout le 
long de la ligne de courbure. 

R^ciproquement, si une surface coupe orthogonalement une famille 
de plans, ses sections par ces plans sont des 
lignes de courbure, d’apr^s le Th6oreme 
de Joachimsthal, et ces plans, constituant 
une des families de d^veloppables de la 
congruence des normales, enveloppent une 
d^veloppable, qui est une des nappes de la 
d^velopp6e de la surface. 

Gonsid^rons la deuxi^me ligne de cour- 
bure passant par un point M de la surface ; 
sa tangente MU est perpendiculaire k la 
tangente MT k la premiere ligne de cour- 
bure. et k la normale MN k la surface ; ces 
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deux droites etaut dans le plan (P), MU est perpeudiculaire au plan 
(P). Les lignes de courbare dp ladeiixieme famille soni trajectoirei< 
orfhogonales des plans {F\. 

Gonsiderons uiie de ces trajectoires orthog'onales (K) ; les plans (P) 
sont normaiix a la courbe (K) : Tune des nappes de la developpee, celle 
qui est une developpable, est ainsi i'enveloppe des plans normaux, ou 
la surface polairede la courbe (K). Toiites les lignes de courbure (K) 
non planes ont done m^rne surface polaire^ qai est Venveloppe des plans 
des lignes de courbure planes. UarHe de rebroussemenf de cette sur- 
face est le lieu des centres des spheres osculafrices anx diverses cour- 
bes{]^ [Gh. I, § 12]. La courbe (K) etantune lig‘ne de courbure, les nor- 
males a la surface en to us les points de (K) forment une developpable, et 
par suite enveloppent une developpee de la courbe (K), qui est une g’eo- 
desique de sa surface polaire. Si done on part des plans (P), pour avoir 
les courbes (K) on est ramene a la recherche des i^eodesiques d’une 
surface developpable, ce qui se reduit a des quadratures; et comme 
la surface cherchee peut ^tre coiisideree comme engendree par les 
courbes (K), on voit qu’on obtiendra cette surface par des quadratures. 

Partons des plans (P), et cherchons directement leurs trajectoires 
orthogonales. Gonsiderons I’arete de rebroiissement (A)de I’enveloppe 
des plans (P), et introduisous le triedre de Serret eu chaque point w 
de cette courbe, soit (w. Le plan (P) est le plan osculateur 
et nous voulonschercherdans ce plan un point M (;, v)) dontle lieu soit 
normal a (P). Les coordonnees de M sont : 

X = aj -f a; 4- x'*/), Y = y -f ^5 -p Z = 5 + 4- y'y| ; 

la direction de la tangente au lieu du point M a pour coefficients direc- 
teurs : 

(i) d^=Mh + ? I T, rfs + aoT; -I- a'c/Y),rfY=.., dZ=..., 

expressions de la forme : 

rfX= Aa + Bx' + Gx^ = A? + 4- rfZ = Ay -h + CY^ 


Ecrivons que cette direction est normale au plan e’est-a-dire 
parallele a la binormale a'^, f. Ceci nous donne A = B = 0 , ou : 

ds — — . ds -i- di = o, ^ds + dr\ = 0; 


ou : 

(2) 



ds R. ^ 
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Yi sont done donnes par deux equations difierentielles du premier 
ordre. 11 en resulte que par chaqiie point du plan (P) passe une tra- 

jectoire orthog’onale et une seule. 
II existe ainsi une correspondance 
point par point entre les divers 
plans (P), les points correspon- 
dants etajit sur une meme trajec- 
toire oilhog-onale. Gonsiderons, 
dans im plan (Pj, deux points M, 
N ; et soit (D) la droite MN ; lors- 
que le plan (P) varie, la droite (D) 
engendre une surface reglee sur 
laquelle les lieux des points M et N sont trajectoires orthogonales des 
generatrices ; or les trajectoires orthogonales interceptent sur les gene- 
ratrices des segments egaux ; il en resulte que si Ton considere deux 
positions (P), (P'), et les positions MN, M'N' correspondantes, 
MN = MN'. La correspondance entre deux qiielconques des plans 
(P) deter minee par les trajectoires orthogonales de cette famille de 
plans^ transforms touts courbe de Cun des plans en une coiirbe egale. 
En particulier, les plans (P) eontenant les lignes de courbure planes, 
toutes les lignes de courbure planes de la surface (S) sont egales, 
Elle est done engendree par le mouvenient d'une courbs plane de 
forms invariable. Pour achever de la definir, il suffit de connaitre le 
mouvementde son plan (P). 

Pour cela, reprenons les equations ( 2 ) : 



(^) 



ds R 


o. 


et int^grons-les. Gonsiderons d’abord les equations sans second 
membre : 


R 


ds 


Yi == 0,, 




: 0 . 


Posons, en introduisant I’arc a de Tindicatrice spherique de (A) 


( 3 ) 

les equations deviennent : 


d(7 




0 , 



0, 


svsteme d’equations lineaires sans second membre k coefficients 
constants, dont I’int^rale g(^nerale est : 


C| I axt 
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(4) ; = A c*os 7 -f B sill T, r^ = — A sin -j -f B cos c. 

Passons alors au svstemeavec second membce : 


( 5 ) 


di_ 

d7 


:r.-R, 


dfi' 


Consideroiis, dans (4), suivant la methode dela variation des cons- 
tantes, A, B com me des fonctions de ^ 2 , et cherchons a satisfaire au sys- 
teme (5). II vient: 


, dX 

= ,+-cos 


+ ^s.n, = v 


r> ♦. f/A . , 

R. -=-= — ; sin j +-^ cos 5: 

dc da da 


c'est-a-dire : 


da 
d’oii : 


db . 


dk . , r/B 


cos c -j- — Sin a = — R, — sin a + — cos a- = o ; 


da 


dk o 
— = — R cos c, 
da 


da 


da 


(IB 

da 


= — Rsin G ; 


ou, en reintroduisant .<?d'apres la formule (3), 


dk 

ds 


= — cos 3-, 


(IB 


et : 

Posons : 
( 6 ) 

alors : 


A = — / cos (j. d’i, B = — / sin a, da. 

x^^ = / cos !7. da, ^0 = / > 


A — B — ~ 

Nous avons done une inl%rale particuliere : 


; = — cos a — y^ sin c, r^ = Xq sin a — cos c ; 

et rinte^rale ^tmerale est, x^, y^ designaiit deux constantos arbi- 
traires, 

(7; ; = (.r, - .r„) cos + (i7, — y^) sin j, 

•0 = — (a"i — ^ 0 ) « + (yi — Ho) 5. 

Tellessont lesformnles qiii dejinissent les trajectoires orthogonales 
des plans (P). Elies supposent qiie Von a effectiie les trois quadra- 
tures (3) et (G). 
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Interpr^tons g*eometriquement ces resiiltats : 

Les fopmules prec^dentes, resolnes en donnent : 

(8) S cos ^7 — r| sin 'J, y^ = y^ + l sin cr 4- r, cos <r. 

Prenons dans le plan (P) deux axes fixes 0^ 0^ y^, et construisons 

par rapport a ces axes la courhe (R) lieu du point I/o)’ courbe 

(R) est la courbe du plan (P) qui 
a meme rayon de courbure que 
Tarete de I'ebroussement (A). 
Pour cheque valeurde le point 
(j?o. y^) occupe une position to 
sur la courbe (R), et or est Tangle 
de la tangente k (R) en to avec 
Oi Gonsiderons un systeme 

d’axes coJt), ou Taxe co^ est latan- 
gente a (R) correspondent au 
sens dans lequel se deplace to ; -j 
est Tangle de o); avec Ojl x^ ; 
I, ' 0 , fonctions de 5, sont les coordonnees d’un point M, fixe par 
rapport au systeme x^^ 0^ y^^ prises par rapport aux axes 
et sont les coordonnees de ce mdme point par rapport aux axes 

j?! Oi Pour avoir la trajectoire oithogonale, il suffit de porter le 
plan (P) dans Tespace, sur le plan osculateur a la courbe (A), les 
dx'oites du plan, nommees o); et <or^, coincidant respectivement avec la 
tangente et la normale principale wv] de (A) ; dans ce mouvement, 
les courbes(R) et(A) coincidei'ontsuccessivement en tousleurs points ; 
les rayons de courbure etant les m^mes en grandeur et en signe, les 
centres de courbure seront confondus. Si s varie, la courbe (R) va 
rouler sur la courbe (A), et un point quelconque M invariablement lie 
ala courbe (R) decrira la trajectoire orthogonale. Le mouvement du 
plan P eobtiendra done en faisant rouler la courbe plane (R) sur la 
courbe (A) de fagon que le plan P coincide a chaqiie instant avec le 
plan osculateur a la courbe (A). On pent dire que le plan P route sur 
la developpable quHil enveloppe^ comma nous allons Texpliquer. 

Gonsiderons TarMe de rebroiissement (A) et une tangente wE ; pour 
developper cette courbe sur un plan, il faut [ch. V, | 4] construire la 
courbe plane dont le rayon de courbure en chaque point a meme 
expression en fonction de Tare que celui de la courbe (A) : e’est pr^ei- 
sement la courbe (R). La position d’un point N sur la ddveloppable 
est d^finie par Tare 5, qui fixe la position du point co sur (A), et par le 
segment wN = ii. Le point qui correspond a N dans le ddveloppe- 
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meiit est determine par les memes valeurs Je //. Les a;*eneratriccs de 
la developpable viennent se dcWelopper suivant les tangentes a la 
courbe (R). Considerons uue courbe (f) sur la developpable, et la 
courbe correspondante (Fj dans le 
plan : les arcs homoloi^iies sur ces 
deux courbes sont efi;‘aiix, de sorte 
que toute courbe tracee sur le plan 
roule sur la courbe correspondante 
de la developpable. On pent imaginer 
que Fon ait enroule sur la develop- 
pable une feuille plane deformable ; 
le mouvement du plan (P) consistera 
alors k derouler cette feuille de facon 
qu'elle reste constamment tendue. 

Un point quelconque de la feuille 
d4crira une trajectoire orthog’onale des plans tangents a la developpa- 
ble. Nous obtenons ainsi, en quelque sorte, la surface developpante 
(dune developpable, par la generalisation du proced4 qui donne les 
d^veloppantes d’une courbe j^lane. 

Nous allons enfin examiner le mouvement du plan (P) au point de 
vue cinematique. Nous avons, d’apres (i) et ( 2 ) : 




dK ol” dr_ 

ds ds~ T 


ds~ T ' ’ 


et par suite les projections de la vitesse du point M sur les axes 
invariablement lies au plan (P) sont : 



Le mouvement instantane du plan (P) est une rotation autour de 
tangente a (A'), la rotation instantanee 6tant — “ . Le plan osculateur 
(P) roule sur la courbe (A) en tonrnant aiiionr de la tangente avec 
une vitesse angulaire egale a — . 

La surface (S) engendree par le mouvement precedent est une sur- 
face moiiliire, ou surface de Monge. 

Considerons dans le plan (P) une courbe (G) invariablement li6e au 
svst^me d*axes et sa d4velopp^e (K). Dans le mouvement du plan 
(P), la courbe (C) engendrera une surface moulure (S) ayant pour une 
des nappes de sa developpee la developpable sur laquelle roule le 
plan (P). Et comme les normales k (G), qui soot normales a (S), sont 
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tang*entes a (K), la deu.vieme nappe de la d^veloppee de (S; sera eng'eii- 
'dr6e par la developpee (K) du profil (C). C'est done aussi une surface 
moulure. Ainsi u?ie des nappes de la developpee dune surface mou- 
lure esf une developpable, Vautre esf une surface rnoiilure. 

Gas particuliers 

Examinons le cas particulier ou la developpahle enveloppe dn 
plan (P) est un evlindre ou un cone. 

I® Si /p plan (P) enveloppe un cylindre, les tang-entes aux trajec- 
toires orthogonales sont parallMes aux plans de section droite, les tra- 
jectoires orthogonales sont les developpantes des sections droites ; ce 
sont des lignes planes ; les deux systemes de Hynes de courbure de la 
surface sont des courbes planes, Le plan (P) roule sur le cylindre de 
fagon que son intersection avec le plan dhme section droite roule 
sur cette section droite. On peut encore engendrer la surface en 
considerant dans un plan une famille de courbes paralleles (qiu 
sont id les developpantes de la section droite du cylindre)^ et en 
deplagant chacune de ces courbes dun rnouvement de translation 
perpendiculaire aii plan. 

2 ° Supposons que le plan (P) enveloppe un edne de sommet A ; et 
considerons une trajectoire orthogonale rencontrant le plan (P) en M. 
La tangente en M est perpendiculaire a AM, dont la trajectoire ortho- 
gonale est une courbe tracee sur une sphere de centre A. Coupons 
alors le c6ne par une sphere de centre A et de ravon R, soit (G) Tinter- 
section, et considerons dans le plan P le cercle (S) de centre A et de 
rayon R. Le plan P roule sur le cone de fagon que le cercle (S) roule 
sur la courbe (G). 

Aatres hypotheses. — Gherchons maintenant si les deux nappes de 
la developpee d’une surface peuvent etre des d6veloppables. La sur- 
face est alors surface moulure de deux manieres ; les deux systemes 
de lignes de courbure sont des courbes planes. Le's trajectoires ortho- 
gonales des plans (P), qui enveloppent Tune des nappes de la deve- 
lopp6e, constituent un des systemes de lignes de courbure, doivent 
6tre planes. Soit (P^) le plan de Tune d’elles. Les plans (P) sont tous 
normaux a une courbe situee dans (P^) ; ils sont done tous perpendi- 
culaires k (P^* Si done les plans (P) ne sont pas paralleles, les 
plans (P^) le sont tous ; les plana (P) enveloppent un cylindre, et les 
plans (P*) sont perpendiculaires aux generatrices de ce cylindre, 
ainsi que les normales k la surface ; le profil situe dans un plan (P) et 
qui engendre la surface moulure est une parallele aux generatrices 
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flu cvHrulrc. Les surfaces obteuues soiit done des cvliiulres ; la secoinle 
nappe de la developpee est uiie droite rejetee a Tiniiiii. 

Si les plans (P) scat paralleles, on arrive a la meme conclusion, 
car les plans (P^) enveloppent un cylindre. 

Le cas suppose est done impossible. 

Supposons qu’une des nappes de la developpee soil une develop- 
pable, Tautre etant une courbe. La surface est une surface moulure 
qui s’obtient par le moiivemeut d’un profil situe dans le plan (P) qui 
enveloppe la developpable. La deuxieme nappe de la developpee 
est eng-eudree dans ce mouvement par la developpee du profil ; pour 
que ce soit une courbe, il faut que la developpee du profil soit un point, 
done que ce profil soit un cercle ; imaginons alors la sphere qui a ce 
profil pour grand cercle ; elle est iuscrite dans la surface ; la surface 
est line enveloppe de spheres de rayon constant. G’est une surface 
canal a section circulaire constante. 

Reciproqiiement toiite enveloppe d'ane fantille de spheres eyales 
satisfait d la condition precMente. Soit une sphere, de ceutre c 
et de rayon r constant : 

l{x — a'f — r- — 0 ; 
la caracteristique a pour deuxieme equation : 

— a)da = o. 

C’est done un grand cercle de la sphere ; les normales a la surface 
enveloppe sont dans le plan de ce cercle. L’uue des nappes de la d6ve- 
loppee sera I’enveloppe des plans de ce cercle. Si nous considerons le 
lieu du centre de la sphere, le plan du grand cercle lui est constam- 
ment normal ; la surface est enyendree par un cercle de rayon 
constant dont le centre deceit une courbe, et dont le plan resfe 
constamment normal a cette courbe. 

Enfin, comme cas singulier, nous avons encore celui ou Yune des 
nappes de la developpee est une droite. La surface est alors de 
revolution aiitour de cette droite. 
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LES CONGRUENCES DE DROITES ET LES CORRESPONDANCES 
ENTRE DEUX SURFACES 

Nouvelle representation des congruences 

I - — Dans ce qui precede, nous avoiis defini uue congruence par 
son support, et en donnant la direction de la droite ou des droites (D) 
qui passent par chaque point dn support. On peut plus generalement, 
et ce sera preferable an point de vue projectif, considerer deux sur- 
faces supports se correspondant point par point, les droites de la con- 
gruence etant celles qui joignent les points homologues des deux sur- 
faces. En realit(^, les deux surfaces se correspondront element de 
contact k Element de contact, et, en mtoe temps que la congruence 
des droites joignant les points homologues, on pourra considerer 
celle des intersections des plans tangents homologues. 

II est uaturel alors d’emplover des coordonnees homogenes. Soient 

M(j 3, y, 5, i) et yi, 2 ^, ti) les points homologues sur les deux 

surfaces ; la congruence sera d^finie par les equations : 

X = a; -h ^ =z ^ Z = s T = ^ 4- 

Soient de m^me a, n, w, r les coordonnees tangentielles d’uii plan 
tangent a la premiere surface, v^, celles du plan tangent 

homologue a la deuxieme surface. La congruence sera definie au point 
de vue tangential par les equations : 

U = M + pWi, y =zv + pn^, W =10 + p44)^, R = r + pr^. 

Soient (S), (S^) les deux surfaces supports ; les systemes conjugues 
sur ces surfaces etant invariants, d’apres leur definition m^me, par 
toute transformation projective, nous sommes conduits a etudier 
les relations qui existent entre eux. Soient ; 

(S) a; = f(l, [X), y = (i), ^ = /j(X, [.), t = k(\, [i), 

(Si) Ui=£ri{\v-), = 

les coordonnees des points courants, homologues, des deux surfaces. 
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Le choix des parametres a, ;a est fixe par le Theoreme suivaiit : 
Qiiaiid deux surfaces (S), (SJ se correspondent point par pointy it 
existe siir (S) un reseau con j ague qiii correspond a iin reseau con- 
jug ae de et en general il nen existe quun. Soient, en effet, 
6a, oijl, et 60., 6'tx les variations iiifinitesimales des j)arametres corres- 
pondaiit aiix directions des deux courbes d’un reseau conjug*ue qui 
se croisent en un point (a, a) de (S) : ces directions sont conju^uees 
liarmoniques par rapport aux directions asymptotiques, definies par 
les variations <fX, rfix qui satisfont a I’^quation : 

(1) EW + 2Fm.^/a + = 0. 

Done, en interpretant les variations d \ rfa ; 6 a, 5u. ; 60., 6';a comme 
les coordonnees homogenes de divers points d'unedroite, la condition 
qui exprime que les directions definies sur (S) par 6a, 5;jl; 60., sont 
conjuguees s’interprete ainsi : les deux points (6a, 8;jl), (60., 6';jl) sont 
conjugues harmoniques par rapport au couple de points defini par 
I’equation (i). 

De m^me, sur (S^), deux directions conjuguees sont conjuguees 
harmoniques par rapport aux directions : 

(2) E'i^AS + 2F^,crA.rfa + G\d[x^ = 0 ; 

et, pour que 6/., 6;x ; 60,, 6';x definissent deux telles directions, il faut 
et il suffit, d’apres Tinterpretation precedente, que ‘ les deux points 
(8a, 8[jl), (80., 8'tx) soient conjugues harmoniques par rapport au couple 
de points defini par Vequation ( 2 ). 

Chercher un systeme conjugue commun revient done a chercher un 
couple de points conjugues harmoniques par rapport aux deux couples 
.donnes par deux equations quadratiques (i) et ( 2 ). Si les deux formes 
quadratiques n’ont pas de facteur commun, il y a un couple et un seul 
repondant a la question, qui est le couple des points doubles de Tin- 
volution definie par les deux couples (i) et ( 2 ). Or les deux Equations 
precedentes definissent les lignes asymptotiques des deux surfaces ; 
si done deux surfaces se correspondent point par point d’une fa^on 
telle qu’il n'y ait pas sur (S) une famille d ’asymptotiques corres- 
pondant a une famille d’asymptotiques de (Si), il existe un systeme 
conjugue de (S) et un seul qui correspond a un systeme conjugud 
de (Sj) ; et il est defini par T6quation : 

E^cTa + F^rfn* F^rfA + G'd\L __ 

W^dX + F\d\L F^cTl + G\diL ~ 

Il y aura impossibilite si les formes (i) et ( 2 ) out un facteur commun ; 
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et ind^term illation si les deux facteurs soiit comm mis, c’est-a-dire si 
les lig’nes asvmptotiques se coiTespoiident sur les deux surfaces. 
Ecartant ces cas d’exception, nous supposerons que les parametres a, u. 
correspondent an systeme conjug'ue commun. 

Emploi des coordonn^es homog^nes 

2 . — 2Sous aliens reprendre-les formules usuelles, et voir ce qu'elles 
devieiiiient en coordonnees homogenes. 

Une coiirbe en coordonnees homogenes est definie par quatre equa- 
tions : 

•^=yp-)’ £=a(/.), f=k{i). 

La tangeiite au point y, s, t) joint le point M au point M' dont 
les coordonnees sont dx^ dy^ dZy dt. Car le point a Tinfini, dont les 
coordonnees homogenes sont : 

0 =jdt + td ^ 

est bien sur la droite ainsi definie. Le plan osculateiir passe par la 
droite MM' et par le point M" de coordonnees : (Px, d-y^ d-z, dH. 
Car le point a Tinfini, dont les coordonnees homogenes sont : 

^(7)= ^(7) =••••’ 

o = Ldt’‘ + 2dt.dj+ t.cPj 

est bien dans le plan ainsi defini. 

Correlativement il resulte de la theorie classique des enveloppes 
que la developpable enveloppe du plan (P), de coordonnees : 

« = /0-)> ^ = 90), it) = A(A), /• = A-(a), 

aura pour gen^ratrice I’intersection du plan (P) et du plan (P') de 
coordonnees : duy rfo, dwy dr. Le point de contact avec Tarete de 
rebroussement sera, en outre, dans le plan (P") de coordonnees 
d^Uy d^Vy ePwy d^v. 

Une surface quelconque sera definie au point de vue ponctuel par 
des equations : 
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(1) JJ = Jl'j., a), y = fjQ; ;j.), 5 = /«(■/., u-J, t — :J-) ; 

et au point de viie tans[*eiitiel par des equations : 

(2) u — F(a, u) V = G(a, jj.), w = H(a, ;x-, /* == K(a, ;j.). 

Gherchoiis a defiuir le plan tangent eii partant des equations ponc- 
tuelles (1). Ce plan contient le point, done : 

Sux = o ; 


il contient les tangentes aux courbes a = [j. = done les points 

/ Dj? Dr DA . /Da? D^/ Dr \ ,, , , .... 

( — , 7^ , — , — et ( , -r* I ; d ou les conditions : 

\ Du Da Du Da/ \ DA Da DA Da / ’ 


« Da? 

LU — = O, 

DA ’ 


V Da? 

— = o. 

Du 


Nous avons ainsi trois equations definissant des quantites propor- 
tionnelles a «, v, w, r*. L’equation ponctuelle du plan tang-ent au point 
Xy y, r, t) est done . 


X 

Y 

z 

T 

X 

y 


t 

Dj? 

^JL 

Dr 



Da 

dT 

Da 

Dj? 


Dr 

D/ 

DjU 

Du 

Df4 

Du 



Correlativement on defiuira un point de la surface, en partant des 
equations taugentielles (2), par les conditions : 


Sax = o, 


V Dtf 

Ij? — = 0, 

Da 




Dtt 

Du 


O. 


En definitive, on dejinit Van des elements pointy plan tangent^ en 
Jonction de V autre, au rnoyen des formates : 

( 3 ; S«j? = 0, ^udx = o, ^xda = o. 


Proposons-nous maintenant d" exprimer que deux directions 
MT(flD., df) et MS( 5 >., 5 jl) sont conjaguees. Ces directions sont conju- 
g'uees si, le point de contact du plan tang*ent se d^plagant dans la 
direction MT, la droite MS est la caracteristique de ce plan tangent. 
Or cette caracteristique est d^finie par les equations : 

SmX = o, 'ZXdu = o ; 

i 3 


Vessiot 
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la droite MS est definie par le point {x^y, s, t) et lepoint o^). 

Pour exprimer que MS est la caracteristique, il faut exprimer que ces 
deux points sont sur la caracteristique, ce qui donne : 

^ux — 0 , 'Zxdu = o ; 

'^u.ox = o, lda,Bx = o. 

Les trois premieres equations sont verifiees, d’apres les formules (3j, 
pour toute direction tang’ente (oa, oa) et pour toute direction caracte- 
ristique {d/., d\L) ; nous obtenons done la condition unique 

(4) '^du.Zx = o, 

oil la condition symetrique, equivalente, 

( 4 ^ '^^u.dx — o. 


qu’on obtiendrait par uii calcul analogue, en changeaut le role des 
deux directions. En particulier nous trouvons la condition pour qu’une 
direction soit conjusruee d’elle-m^me, e’est-a-dire soit direction 
asymptoiique : 

(5) Zdii.dx = o. 

Gela pose, exprinions que les courbes \ = c^e, |j. = c^o J'orment an 
reseau conjugae. Les conditions equivaleutes (4), (4^ donnent ici : 


( 6 ) 

(60 . 


V d;r 

2 ^). * Z-u ’ 


o. 


1 — . — = 0 . 


Ces conditions peuvent se transformer : Teq nation identique 

V 

\u — = 0 , 

differentiae par rapport k 1 donne, en effet. 


et (6) s’ecrit 

il) 


V Zx , V ^ X 

' h ^ — = o : 

Z\ Zu. ‘ ZXZu. ' 


^U-z = O. 

Z),.Zu. 


En partant de Tune des relations 
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on obtieiulmit, de m 'nie, la relation de coiidltiou, necessaire et sut’fi- 
saiite. 


Ces equations (7), (7') dependent simultaiiement des elements pouc- 
tuels et tang'entiels. En exprimant w, ren fonctioii de jc, 
et de leurs derivees. on obtieut la condition en coordonnees ponc- 
tuelles : 


(B) 


^ ?'Z.‘ 

;>A iy. 


Dans cette relation 18), le premier membre represente, par abrevia- 
tion, le determinant dout la premiere liqme serait la li^ne ecrite entre 
les deux traits verticaiix, et dont les trois autres li^nes se deduiraient 
de celle-la en y rempla^ant x par y, r, t respectivement. Cette nota- 
lion sera employee roaramineni dans la suite. 

Lorsque t = la condition 1 5 ) se reduit a la condition conime 


4^ A d^y Da . Da 


= F' 


o. 


La condition (8j pent s'interpreter ainsi : il existe une m^me rela- 
tion lineaire et homog*ene entre les elements correspondants des 
li§*Qes, done il exisle des fonctions L, M, N de a et p, telles que Ton 
ait identiquement : 


D=j:‘ 

Da . Da D). 


"f- 


D.r 


Da 


D'^y 

D^ 


-{- N.r 


DyDa 

dH 

DADa 


e’est-a-dire : les qiiafre coordonnees Itornoyenes x, v, z, t satisjont li 
une ni^nie equation lineaire aux derivees partielles de la forme : 


D^o Do 

Da. D a Da 


+ 


En operant an point de vue tang*entiel, on verrait de m^me que la 
condition (7'), qai s*ecrit^ avec une notation analogue a celle qui 
vient d Hre introduiie. 


DZ7 D£^ D'^K 
Da Da DADa 


U 





106 


CHAPITRE VIII 


exprime que u, v, w, r des integrales dane m^me equation 
nux derivees partielles de la forme 


d2<}> p ^ . 




On montrerait sans peine que si ,r, y, /, ou w, y, w, r satisfont a 
uae equation cle la forme precedente, elles ue satisfont qu’a une 
seule. 

Remarque. — Eii coordonnees cartesiennes, on devra supposer 
i = A' (a, |x) s I ; et le resultat precedent s’applique aux coordonnees 
ponctuelles x^ y, 5, en faisant N = o. 

Gonsid^rons maintenant une surface reglee; les equations d’une 
§*enei*atrice, joignant le point M (j:, y, 5, /) au point [Xj^, 5^, t^) 

sont : 


X = a? 4- ^ 4" P^i9 Z =: r T — t -1- 

Supposons la surface deoeioppable ; les plans tangents aux points 
(a:?, t) et tj sont les memes. Or, le plan tangent en 

M, passant par la generatrice et par la tangente k la courbe p = 0, 
contient le point {dx, dy., ds^ dt). De m^me le plan tangent en con- 
tient le point (dx^^ dy^. dt^). La condition pour que les plans 
soient confondus est done 


I X x^ dx dx^ I = 0. 

Si nous definissions la surface en coordonnees taugentielles, nous 
arriverions de m^me a la condition 


\ u u^ du du^ I = 0. 

Passons enfin aux congruences : une congruence sera encore repre- 
sentee par les equations 

X = a; 4" p*^i> ^ y Z = 5 -h p-i' T = ^ + P^i ? 

mais ici x, y^ r, t et 5^, sont fonctions de deux param^tres 

arbitraires (a, p.). Cherchons les elements focaux. Soit F un foyer d’une 
droite (D) de parametres p^). Soit p la valeur qui, portee dans les 
equations pr4c(^dentes, donne les coordonnees de ce point. Toutes les 
surfaces r^glees de la congruence, qui contiennent la droite (D),ont, en 
ce point F,in6me plan tangent, Gonsiderons, en particulier, les surfaces 
\ = et p. = etc ^ L0S plans tangents k ces surfaces contiennent res- 

pectivement les points (x, y, s, t), (x^, g^, Sj, fj), (^ + p ^ et 

\-aa ^ t>a J 

/), t), + p ^ . V La condition pour que 
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ces plans coincident, c'est-a-dire Vecfuntion aiix points focaax^ est 
done 


X 


X, 


— TO r 0 — 


On trouvera de meme {'equation aiix plans Jocniix : 


ii 


ii. 


~ -r 0 h 0 


O. 


O. 


Nous avons suppose, dans ee qui precMe, que les coordonneeshomo- 
"•enes etaieiit definies par la condition que les rapports y » ^ » y soient 

les coordonnees cartesiennes correspondantes. On constaterait sans 
peine que les resultats obtenus s’appliquent aux coordonnees plus 
«*enerales qu’on deduirait de celles-la par une transformation Un^aire 
homog^ene quelconque. 


Gorrespondances sp6ciales 


3. — Nous aliens etudier la correspondance entre deax points 
M, de deux surfaces^ telle que les developpables de la congruence 
des droites coupent les deux surfaces suivant les deax reseaiix 
conjugiies qui se correspondent. Telle est, par example, relativement 
aux reseaux conjua[*iies formes par leurs lig*nes de courbure, la corres- 
pondaiice determiuee, sur deux surfaces paralleles, par la congruence 
de leurs normales comm unes.Noussupposerons que les parametres "X, (jl, 
qui fixent la position d’un point sur chacune des surfaces, sont preci- 
sement tels que les courbes conjug'uees homolog’ues soient X = c*® et 
fi. = c^®. Les courbes ). = c^®, ;x = c^® sont conjug*u4es sur la pre- 
miere surface (S); done j?, y, r, ^ satisfont [| 2 ] a une m^me Equation 
aux d^rivees partielles : 


(0 




. . = o^ + R?; 


de mtoe les courbes X== c^® et p.= c^® <§tant conjug'uees sur la deuxifeme 
surface (S^), satisfont k une m§me Equation aux d^riv^es 

partielles : 


(2) 




Exprimons maintenant que les developpables de la congruence cor- 
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respondeat a a = et a = Si nous vepresentons la congruence 
par les equations : 

X = X + ox^, Y = ^ + rjy^, Z = r 4 - T = ^ + 

les developpables sont donnees 2 ] 2 >ar Tequation : 


1 

X Xj dr 

II 

0 


Or: 




+ 

II 

— r/'A, dy = . 

ch = 

clf=.... : 

c/XjL = cD. 4- 
^ da 


^^1= 

dt^— .... : 

et Tequation precedeiite devant etre 
nous obtenons les conditions : 

verifiee pour (D^ = 

0 

II 

o' 

(3) 

DX 

-.1 

0 

II 


(4) 

X Xi ~ 

Da 

d 

II 



Elies expriment qu’ilexisLe unem^me relation lindaire et hoinog*6ne 
entre les elements des lignes, done qu’il existe des facteurs A, B, 
A|, ; C, D, C^, D|, tels que Ton ait les identites : 


(5) Ax 4- B ^ = AjX^ 4- B^ , et les analogues ; 

(G) Gx 4- 14^= C^Xi 4- ^ , et les analogues. 

Premier cas, — Yoyons d’abord ce qiii arrive si Tun des quatre 
coefficients B, B^, D, est nul. Soit, par exemple, B^ = o. Alors les 
equations (5) expriment que le point Mi(Xi, 5^, f^) est sur la droite 

qui joint les points M (x, y, 5, t) et M' ^ La droite 

MM^ est tangente a la courbe p = tracee sur la surface (S). Toutes 
les droites MM^ sont ainsi tangentes k la surface (S) qui est une des 
nappes de la surface focale de la congruence. Sur cette surface focale 
(S), les courbes il = c‘® sont les aretes de rebroussement d’une des 
families de developpables de la congruence; et, par suite, les courbes 
l = c*®, conjuguees des precedeutes, sont les courbes de contact des 
developpables de la deuxieme famille. Gherchons comment il faut 
deHnir(SJ pour que cette surface soit coupee suivant un reseau con- 
jugue par les d([^veloppables de la congruence. Les equations (5) s’toi- 
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vent, dans ie cas considered en supposaiit, comme ilest loisible, = i , 

x.=Acc + Bg,y,=A^ + B^,5, = Ar+BM,f, = A^ + B-g. 

Posons, les coordonnees homog’enes pouvant etre remplacees par 
des quantiles proportionnelles, 

X = 6X, y = 6Y, r = 6Z, / = 0 T ; 

Les formules pr^cedentes deviennent ainsi, 6 etant une fonction de 

A. IX., 

A QV I f r\ D6I \ ,, ^ , 


= A6X + B ( 0 g + X ^ ), y, = .... r, = t, = 

Determinons la fonction 9 par la condition : 


A6+B^=o, 

ce qui est to uj ours possible. Alors : 

= B6 — , w, = B9 , 5. = B6 ^ , L = B6 ; 

et comme les coordonnees homogenes ne sontdefinies qu'^ un facteur 
pres, nous pouvons ecrire, en remettant a?, y^ 5, t pourX, Y, Z, T, 




&r . 

■ i • 


Alors, d’apres ces relations, Tequation differentielle (i), qui est 
verifiee pour r^ = x, y^ r, donne : 

(8) analogues, 

conditions de la forme (6). Les equations ( 3 ) et ( 4 ) sont done verifiees. 
Differentions la relation (8) par rapport k 1 : 

Da ^ DA ^ D:4 ^ DADcx ^ d-l 

Mais, x^ satisfait k Tequation (2), e’est-k-dire que Ton a : 

DaDu ^ Da Da ‘ 

et ridentite precedente devient, en tenant compte aussi de (7), 

( 9 ) + + + + + 

^ to 3 R 

^ d-\ ^ D> 
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• • D- CC 

Les equations (8), (9) sont deux equations en ^ et — . Si on pent 
les resoudre, on en peut tirer en particulier, en fonction lineaire 
de et ; done le point M (x, i/, r, t) se trouve dans le plan 

des trois points (.r^ t^) ,-••• j? e’est-a-dire dans 

le plan tangent en a la surface (S^). La droite MM^ est done aussi 
tangente a (SJ, et (S^) est la deuxieme nappe de la surface focale 
Nous avons donc^ dans ce cas, la correspondance point par point 
etahlie^ entre les deux nappes de la surface focale^ par les rayons 
de la congruence. 

Ecartons ce cas qui a ete etudie au chapitre VI. II faut alors suppo- 
ser que les equations {8), (9) ne soot pas resolubles en j:? et — ; ce qui 
exig*e que : 


Q R 

D). D). 


= 0 , 


c^est-a-dire que Ton ait une identity de la forme : 

R=Q.¥ (ji). 

Reprenoas alors la relation (8), et multiplions les coordonn6es 
X, y, t ; x^, y^, parun facteur to, fonction de (x, de fagon a sim- 
plifier la relation (8j, qui s’ecrit : 


S + e[g+="f«} 

Nous choisirons le facteur <0 de maniere que Texpression entre cro- 
chets se reduise ^ ^ ~ ; comme ce facteur to ne depend pas de \ les 
Equations (7) subsistenL et nous obtenons des relations de la forme : 


Zu 




z.r 

Zix 


^!/i _ 



Za 


Ceci revient k supposer R = o dans les Equations (i) ; ce qui donne 
enfin ; 


^ Z'/Za Zl ^ Zu ’ ZlZa ***’’ ZlZ^ ZlZu. * *’ 

11 est facile de voir reciproquement que, si x, y^s, t satisfont a (10), 
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et si les equations ('7') ont lieu, les conditions (i), (2'), (3), (4) sont 
satisfaites. Tout d’abord, (3) et (i) le sont. Les equations (lo) peuvent 
s'ecrire : 






de sorte que la condition (4.) est verifiee aussi. On tire enfin de Ik, en 
differentiant, 


^ = ^ + p + 0 ^ ^ _ Po. \ ^ , etles analo. 

Da ^ DA '' Da 0 \ Da V D). ’ 




:ues ; 


ce qui donne bien des equations de la forme (2). 

Deuxieme cas. — Nous supposons maintenant B, D, ^ o. 

Reprenons les equations (5), (6). En multipliant x, y, r, t et 
Uit facteurs convenables, on peut faire dispa- 

raitre dans (5) le terme en x et le terme en x^^ de sorte que : 


^ DA DA ’ DA D). 


L’equation ( 6) s’ecrit ensuite : 
(12) 


— =M^ + 

Da dfi 


DA “ D>. ’ 

Nx + ; 


D£i_ 

Da Da 


differentions par rapport a 1, en tenant compte de (ii) : 





d’aprks (i) s’exprime en fo notion de x, ^ et et la relation pr4 
cedente s'^crit ; 


Da 


(S^.) = F(»=,g.?2), 


F etant une fonction lineaire, ou encore : 


dX dX Y 


Si ^ 96 0, x, est fonction lineaire de x, Le point M est dans le 

DA DA Da 

plan tangent en M a la surface (S), qui est alors une des nappes de la 
surface focale, cas qui a 4te pr6c4demment examine. II faut done sup- 
dS 

poser — = 0, S n’est fonction que de [a. Alors, si nous reprenons 
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Tequation (12), nous pouvons multiplier par une fonction 

de [ji. telle que le terme ea disparaisse, les relations (ii) g’ardant la 
meme forme. Et nous ramenerons (12) a la forme : 




Da 


Kx. 


Le m^me raisonnement montrera que K est independant de et que 
par suite on pent faire disparaitre le teime en x. Finalement les equa- 
tions (12) peuvent etre reduites a la forme : 


(i3) 


dJCj ^ 

Du Da ' 


Da Da 



^ = M — . 


Da 


Da 


Les relations (i i) et (i 3 ') sont d’ailleurs suffisantes, car on en conclut : 


d’ou : 

(i 4 ) 


D^a?! 

D 


DADpt 

Df* 

\ 


D 


D'ADa 

dX 

(“; 7 ) 

= 



equation de la forme (i)» 011 R = o; on obtiendrait de mtoe : 


^ ^ D'A \M ■ Da y "Da \M DX / ’ 

equation de la forme (2) ou = 0. 

Conclusions. — Dans le premier cas, ou la surface (S) est une des 
focales de la congruence, supposee donnee, nous avons ete amends a 
faire disparaitre le terme en x dans I’equation : 


(16) 


D^.r p Da; q Dm 

D/Da D>. ^ Da 


-f R^, 


relative a cette focale, au moyen de deux transformations qui Equiva- 
lent k une transformation unique de la forme 

X = tsjX. 


On trouve directement, pour ddterminer ce facteur w, la condition : 


D'^ct p pgr 

D)Da Da 


+ Q|f-+R«; 


de sorte que les equations (7) montrent que toute surjace (S^) coiipee 
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suivant un respau conjarfue par les flevploppaUhs de la congruencp 
esf definie par les equations : 



7 T7 etant une integrale de V equation 1 1'). 

Passons au deuxieme cas ou aucune des deux surfaces n’est focale 
de la congruence. On se donne Tune d’elles, la surface (S) ; et le 
reseau conjug*ue suivant leqiiel elle devra etre coupee par les develop- 
pables de la congruence cherchee. II faut de nouveau faire disparaitre le 
terme en x de lequatiuii (i) qui correspond a ce reseau coiijugue 
de ;S) ; ce qui revieiit encore a chercher une integrale de cette equation. 
L’equation prend alors la forme : 


(17') 


is-x 4 . 

D).Da 



Pour determiner ensuite les facteurs L et M des formules (i i) et (i 3 ), 
identifions cette equation (17) avec i’equation (\k) precedemment 
obtenue. Gela donne les conditions : 


-^=P(M-L), ^ = Q(L-M). 

Posons : 

(18) L — M = ^ 1 / ; 


et ces equations deviennent : 

Co) 


La premiere pouvant s’ecrire : 

(19') 


Da Da 


la condition de comptabilite de ces equations est qiie 6 soit une inte- 
grale de Tequation : 


(21) 


. 1 . 

D/.Da DA ■ 


W , ^iQjo^o 

DA ■ Da 


qui est ce qu’on appelle Vadjointe de (17). Ayant on determine par 
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une quadrature L et M ; car on a, par exemple, par (19') et (20), la dif- 
f^rentielle totale de M ; et I’equation (18) donne alors L. De nouvelles 
quadratures achevent de determiner, aumoyen des formulas (i i)et(i 3 j ; 
la surface (S^), et, par Ik m^me, la congruence. 


Proprietes de la correspondanc© pr6c6d©nt© 


II resulte de Tanalyse precedente que les equations (i i) et (i 3 ), 

(*0 

(i 3 ) 


L ^ , et les analog‘ues, 


— = M — , et les analogues, 
du ’ 


caractkrisent entierement la correspondance speciale, point par point, 
determin^e sur deux surfaces (S) et (S^) par les rayons d’une con- 
g'ruence, dont les developpables coupent chacune de ces deux surfaces 
suivant un rkseau conjug-ue. Nous aliens examiner les proprietes 
g^ometriques qui resultent de ces formulas. 

Soient : 

Mix, y, 5, t). MJ.ri, y^,s^, 
deux points homologues ; soit P le 
point de coordonn^es • 

La droite PM est tan- 



ou 


ou 




geute en M a la coui'be p.= c^e sur la 
surface (S), etPM^ est tangente en 
a la courbe jx. = sur la surface (SJ. De m6me la droite QM est 
tangente en M k la courbe 7 . = c^e sur la surface (S), et QM^ est tan- 
gente en k la courbe X = c^® sur la surface (Sj^). Les plans tangents 
aux deux surfaces (S), (S^Iaux points M, se coupent done suivant 
la droite PQ. 

Consid^rons la congruence de ces droites PC. Elle est dkfinie par 
les Equations : 



CORRESPO^’DA^’CE.S ENTRE DEUX SURFACES 


2 o 5 


Les developpables de cette congruence sont definies par Tequation : 


^ , ^ 2 . 7 * , Z^cc , 

- - — -rr +■ a/. 4- — - rfa 

Z/ Z'j: zr^ Z}ZtJL ‘ T^lZu Zu.^ ‘ 


mais j?, y, r, t satisfont a des identites de la forme : 




Z'}.Zu. 


Da Da ’ 


de sorte que Tequation precedente s’ecrit : 

X.cTk.diL = o. 


A etant un determinant qui n’est pas nul, puisqiie I’equation n’eat pas 
une identite. Les developpables de la congruence des droit es PQ, 
intersections des plans tangents aux deux surfaces en deux points 
homologues^ correspondent done aux developpables de la congruence 
des droites MM^, qui joignent ces points homologues^ desUa-dire 
encore aux systemes conj agues homolog ues des deux surfaces, 
Cherchous mainteoant les points focaux. I Is sont donnes par T^qua- 
tion : 


zx Zx z^x , z"^x z^x , ^ z^x 

DA Zu DA^ ^ Z/.Zu Z).Z^ ‘ Zu^ 


= 0 , 


equation qui, a cause de la merne condition que pr^c^demment, 
se reduit A p = o ; une racine est nulle, Tautre infinie ; les points 
focaux ne sont autres que les points P, Q. Ils sont dans les plans 
focaux de la congruence des droites MM^. Ces plans focaux sont, en 
effet, les plans MM^P, MM^Q ; car ils doivent etre tang’ents aux deux 
developpables de la congruence qui passent par MM^^, et celles-ci 
coupent, par hypothfese, les deux surfaces (S) et (SJ suivant les 
courbes [i. = const, ^ = const, dont les tangentes sont, respective- 
ment, MP, M^P et MQ, M^Q. 

Considerons le point P, et supposons que Ton fasse l = 

La direction de la tangente k la trajectoire du point P est definie par 
un deuxieme point, dont les coordonni^es sont : 


i (S) = ^ S + ^ S ’ analogues. 

G’est un point de PQ. Le point P d6crit done une courbe tangente 
k PQ ; e’est Tar^te de rebroussement de la developpable de la eon- 
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gruencedes droites PO qui coiTespoiid a la valeur consideree A = 

Le point Q decrlra de meme, si a reste constant, Tarete de rebrousse- 
ment de la developpable qui correspond a cette valeur |x = c*®. 

On voit que la correspondance entre les deux surfaces (S) et (S 
definie d'abord, au point de vue ponctuel, par la congruence (K) des 
droites ou (D), se trouve definie, de meme, au point de vue tan- 
genliel, par la congruence (K') des droites PQ, ou (D'j : deux points 
homolog'ues, M et etant les points de contact des plans tangents 
menes aux deux surfaces par un meme rayon (D'j. Aux developpables 
de (K') correspondent ainsi, sur (S) et les deux reseaux conju- 
gues homologues coiisideres. Les couples de points liomologues M, 
etant ainsi definis, la congruence (K) des droites en resulte a sou 
tour : et les plans focaux du rayon (D; de cette congruence passent par 
les foyers P et Q du rayon homologue (D') de la congruence (K'). 

Les propri^tes de la correspondance que nous venons d’etudier se 
trausforment done en elles-memes par dualite. En choisissant conve- 
nablement les coordonnees taiigeutielles homogenes, on aurait, par 
suite, en meme temps que les formules (ii) et (i3), des identites : 

= H , et les analogues ; 

^ = K , et les analogues. 

En resume, si les developpables . d' line congruence (K) coupent 
deux surfaces (Sj, (Sj) suivant deux reseaux conjugiies, les cou- 
ples de plans tangents a (S) et (SJ dont les points de contact sont 
sur un meme rayon (D) de (K) se coupent suivant les rayons (D') 
d'ane noiwelle congruence (K'j, telle que les points de contact des 
plans tangents menes a (S) et (S^) par les generatrices des develop- 
pables de cette congruence (K') decrivent les deux mimes reseaux 
conjiigues homologues ; et reciproquement. Les points focaux du 
rayon (O'), (K'l sont dans les plans focaux du rayon associe (D) 
de (K), chaque point focal se troiwant dans le plan focal qui ne lui 
correspond pas. 

La correspondance entre- les deux surfaces est, en fait, une corres- 
pondance element de contact k element de contact, dont les proprietes 
se correspondent par dualite, quand on passe des points aux plans de^ 
ces elements, ou inversement. 
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Correspondance par plans tangents paralleles 


4 . — Consideroiis uiie correspouJauce, poiut parpoiut, eiiti*e deux 
surfaces (S) et (SJ. Soit, sur la surface (S), Tune des courbes (G) du 
reseau conju"*ue qui correspond a un reseau couju"*ue sur (S^) , 
et soit (Cj) la courbe correspoudante sur (S^) Supposons qu’ea deux 
points homologues quelcouques les plans tang’ents aux surfaces (S), 
(S^j soieiit paralleles ; leiirs caracteristiques le sont aussi ; douc 
les directions c.onjuguees homolog aes sont paralleles. Supposant ici 
que les coordonnees t et t^ soient egales a i, ce parallelisme se traduit 
par des identites de la forme : 


(l) 

' ZK 



( 2 » 


OOCi 



^gi ^// 



= L 

zt 

Da 

Da 

Da 

Da 

Da 


dX 




= M 

D/ 

D'ji 

Zu 

Da 

Da 

Da 

Da 


o. 


Nous pouvons done appliquer les resultats precedemment obtenus. 
Les plans tangents en M, etant paralleles, la droite PQ est k Tinfini. 
Les droites de la congruence (K') sont les droites du plan de I’infini. 
Sur chacune de ces droites, les points P, Q sont les points ou elles sont 
rencontrees par les tangentes conjuguees homologues sur (S) et (SJ, 
et le lieu des points P, 0 est tangent a chaque droite PQ aux 
points P, Q. 

Ga^ particalier. — En particulier, supposons que, la surface (S) 
etant quelconque, la surface (S^) soit une sphere. La congruence des 
droites MM^ a des developpables qui decoupent sur (S) et (S^) des 
reseaux conjugues, les tangentes homologues etant paralleles. Or sur 
une sphere, un reseau conjugue est un reseau orthogonal ; done le 
reseau conjugue de (S) est aussi un reseau orthogonal : e’est le reseau 
diQslignes de courbure^ dontla recherche est ainsi x^amenee k celle des 
developpables d’une congruence. En particulier, supposons la sui*- 
face (S) du deuxieme degr^, et considerous la congruence des droites 
PQ du plan de Finfini. Le plan de Tinfini coupe (S), (Sj) suivant deux 
coniques (F), Consid^rons leurs points d’intersection avec une 
droite PQ; les points d’intersection avec (Fj correspjndent aux direc- 
tions des generatrices de (S) qui passent par M, et qui sont les tan- 
gentes asymptotiques ; les points P, Q, qui coin'espondent aux direc- 
tions principales, sont done conjugues par rapport k ces points d’in- 
tersection, e’est-k-dire conjugues par rappoi't k la conique (F). Ils sont 
de meme conjugues par rapport a (FJ. Les points P, Q sont les points 
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doubles de rinvolutiou determiuee sur la droite PQ par le faisceau Je 
coniques ajant pour bases (r), (F^). La droite PQ est tangeate en P, 0 
aux deux coniques de ce taisceau qui lui sorit tangentes j de sorte que 
la determination des developpables de la congruence (K), c est-a-dire 
des lignes de courbure de la quadrique (S), revenant a celle d’un 
faisceau de coniques, peut se faire algebriquement. 

Si on prend pour parametres ceux des generatrices rectilignes qui 
passent par un point de (S), on obtient ainsi 1 integration de 1 e(jiici- 
tion (TEuler, 

Gonsiderons, en effet, Thyperboloide a une nappe : 






(3) 

qui, rapporte k ses generati'ices rectilignes, a pour equations param4- 
triques : 


(4) 


cc— a- 


tt — V 


y 


= b 


1 uu 


s = c 


a + ^ 


La normale en un point ayant pour coefficients de direction : 


X 


JL jL 


I’equation differentielle des lignes de courbure, qui exprime que cette 
normale rencontre la normale infiniment voisine, est : 


dx 

dy 1 = 0 , 

dz 


X 

dx 



y 

dy 



- 

dz 




ou : 


(5) (6® + c®) xdydz + (a® — c®) ydzdx — (a® + 6®) zdxdy = o. 

La dijff^rentiatioii des formulas (4) donne : 

dx dy 


( 6 ) 


a [ — (i — + (i — a^)dd\ b [ — (i + v^)du + H- u^)dv] 

dz I 


2 C [ — j}du + udv] (a — vY 

et F^quatjon (5) devient ainsi, toutes reductions faites, V^quation 
d’Euler, 

dzz® dv^ 




» 


(7) 



eri posant : 
( 8 ) 
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aog 




4 " 2C‘- — a- 
+ 6-2 


Les points P et y de la theorie precedente sont les points a I’infini 
des tang-entes aux lignes de courbure : leurs coordonnees homog'enes 
X, Y, Z sont done donnees par les denominateurs des formules (6), 
on da, dv devront etre remplaces par les valeurs proportionnelles 

db tirees de Tequatioii (7). 

Les developpables des cong*ruences considerees, et, par consequent, 
les lig-nes de courbure de la surface, s’obtiendront, d’apres ce qui pre- 
cede, en ecrivant que Tun ou Tautre des points (X, Y, Z) ainsi d^finis 
decrit, dans le plaii k Tinfini T = 0, une des coniques du faisceau : 

X= + Y. + Z. + ,(f_:g + |)=o. 

On obtient ainsi, apres suppression du facteur dudv, I’integrale 
generale algebrique annoncee ; 

(9) ± 

ou ^0 desig’ne le polynome polaire du trinome : 

a>') = + k(<i) 4“ L 

et ou m est une constante arbitraire, liee a a par Tequation : 

m{a- + b'^) = — 2(7 + c^). 

Ghassons le radical, en tenant compte de Tidentite, classique dans la 
theorie des formes quadra tiques binaires, 

to')= A2(&) — Oi')\ 

ou A est le discriminant de la forme. Xous obtieudrons, apres division 
par (a — a'f, Tinti^g’rale |o;‘euerale rationnelle : 

( 9 ') (i — k^) (n -h u)- = m^(n — v)^ -h 2 m<t>o(w®, u®). 

Or 2d>o(«^, u®) s’ecrit : 

2<i>o(«3, u®) = (i 4- iwY 4** (i — + k{u 4- “f 

En tenant compte des formules ( 4 ), on voit ainsi que les lignes de 
courbure sont les intersections de Thyperboloide avec les quadriques : 

/y»a 7/2 *-2 

^ — I + ^ =0. 

Or 0^ 

Vessiot i4 
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Remplagons cette equation par la combiiiaison hoinog*ene, obteuue en 
iui ajoutant Inequation (3), multipliee par {mk + m®) : 

7n(m + k + i)'^ — m{iyi + A: — i)^ +\m + k+ i)(m +Ar— i) ^=o. 
( 1 “ 0 “ ^ 


Celle-ci s’ecrit encore : 

t + 

a^m + A* — i) . A2(m + A + i) ^ c^m 
ou, a cause de la valeur (8) de A% 

^2 fj 2 £___q 

a2[//i(a2 + 62) + 2c2 — + c\m{a'^ ^ b^)] 

En posant alors : 

— 2,9 = jn{a- + Z?®) + 2C®, 

on Tecrit enfin : 

^ 1 U1 j z — 0 . 

a\s + a^) b\s — fA) c\s + 6 * 2 ) 

II suffit d^s lors de lui ajouter I’^quation de Thyperboloide, apres 
Tavoir elle-mtoe multipliee par ( — 5 ), pour obtenir Tequation des qua- 
driques homofocales : 


,t2 //2 , r2 

A* -j- s — A2 6* + c2 


On trouve done ce resultat classique que les Lignes de coarbure de 
C hyperboloi'de (3) sont les intersections de cette surface par les 
ellipsoTdes et les hyperboloides d deux nappes homofocanx, repre- 
sent^s par Tequation ( 10 ). [Cf. chap. XII, | i et | 6]. 

Remarque i — Au lieu du plan de Tinfini, on pourrait considerer 
un plan fixe quelconque ('tc). La correspondance serait telle que les 
plans tangents en deux points homologues de (S), (S^) se coupent 
dans le plan ( 7 :), Les resultats seraient analogues ; et de meme si, 
correlativement, on ^tablissait entre les deux surfaces une correspou- 
dance telle que la droite MM^ passe par un point fixe. 

Remarque 2 . — Gonsiderons deux surfaces (S), (SJ qui se corres- 
pondent par plans tangents parallMes. Prenons dans Tespace un 
point fixe 0, et substituons h (S^) une de ses homothetiques par i^ap- 
port a 0, soit (S'J. A tout r^seau conjugu4 sur (Sj^) correspond 
sur(S'i) un I'eseau homothetique qui est aussi conjugu^, et le r^seau 
conjugiie de (S) qui correspond a un reseau conjugu6 sur (SJ corres- 



CORRESPONDANGES ENTKE DEL’X SURFACES 211 

pond aussi a uii reseau coiijugue sur(S\i. Imag'inons que le rapport 
d’homothetie croisse indefiriimeat : le point homolhetique de 
sYdaiiarne a I’iufini, la droite devieiit la parallele meiiee par M au 
rayon Done, si Von a deu jo surf aces (S), (S^) se correspondant 
par plans tangents paralleles, si on prend dans Vespace an point 
fixe 0 , et si par le point M Je(S) on mene la parallele MN aa rayon 
les developpables de la congruence des droites MN decoupent 
sar (S) le reseau conjugue qui correspond a un reseau conjugue 
sur (S^). Si en parliculier nous prenons pour ( S^) une sphere, pour 0 
son centre, OM^ est perpendiculaire au plan tang'ent a (SJ, et par 
consequent au plan tang'ent a (S) ; MN qui lui est parallMe est la 
normale a (S). La congruence des normales a une surface a des 
developpables qui determinent sur cette surface an reseau conjugue 
orthogonal. On retrouve done la propriete fondamentale des lig'iies de 
courbure de la surface (S). 

Remarquons encore que, si le rayon de la sphere (Sj est egal a i, 
les coordonnees y^, sont les cosinus directeurs de la normale, 
et les formulas (i), (2) ne sont autres que les formules d'Olinde 
Rodrigues [Ch. V, | 3 ] : — L et — M sont alors les courbures princi- 
pales. 


Surfaces isothermiques 


0. — On est conduit a une classe importaute de surfaces, en cher- 
chant dans quel cas la correspon dance par plans tangents parallMes 
entre deux surfaces (S) et (S^) fournit une representation conforme de 
Tune des surfaces sur Tautre [ch. II, I2J. Supposons les deux surfaces 
rapportees aux systemes conjugu^s homologues, comme au paragraphe 
precedent; de sorte que la correspondance entre elles satisfait aux 
Equations (i) et (2) dece pai'agraphe : 


(l) 

II 

II 


11 

(2) 

Zu. Ztt 

Du Du 

^£1; 

=mH£ 

Du 


oil figurent les coordonni^es cartesiennes rectangulaires des points 
homologues. Soit 


ds'^ = q- + Grfu.® 
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TelemeDt liaeaire de la surface (S), de sorte quo 


( 3 ) 



F = 


V 

t)A 



La condition qui exprimc que la correspondancc consideree realise 
uiie representation conforme est qu'il existe line fonction a) 

telle que 

( 4 ) + dy-^ + dz^^ = k^ds^. 

Ell tenant compte des foi-niules ^i), ( 2 ), (3), elle se traduit par les 
equations : 

(5) (P — A'2) E = I LM — A2; F = (M’^ — A^) G = o. 


Ecartoiis les cas (E = o, F = o) ; (F = o, G = o) oii la surface 
[S) serait une developpable isotrope [ch. Ill, | 4^ Nous pouvons sup- 
poser d’abord E = o, G = o ; de sorte que les ligiies coordonnees sont, 
sur (S) etsur (Sd, les lig’ues minima. Gomme elles sont conjuguees par 
hjpothese, les directions asvmptotiques sont conjug’uees harmoniques 
par rapport aux directions isotropes du plan tangent, et sont'rectan- 
gulaires : done Tindicatrice est une hyperbole 6quilatei'e, et la surface, 
(S) comme (S^)* est une surface minima. 

R4ciproquement, les equations donn4es auchapitre III, | 6, page 5o, 
pour repr^senter une surface minima quelconque, entrainent les for- 
muies : 

( d{x -h iij) — — — v^G"\v)du, 

(6; < d{x — iy) =f F”\u)dLi + G”’\v)di), 

( ds := — uF”\u)da — vG”\v)dv, 


Done, pour deux surfaces (S) et (S^) representees ainsi, avec les fonc- 
tions F, G \ F^^ G^ respectivement, on aura les identites,de la forme 
(i), ( 2 ) et (5), 


^x. 


aa? 




ari 


— j^m 


du 


' da ’ 

da 




_ 

G^ 

^JL 

?£i. 

ay 

~G'" 

‘ ay ’ 

ay " 


ay ’ 

do ' 




ds^, = 

■ a.. 

ntn jitn * * 



q\ ^ 


Ainsi deux surfaces minima quelconques se correspondent par plans 
tangents paralleles de maniere que cette correspondance soit une 
representation conjorme. 
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2° Supposons maintenant que F ne soil pas nul, et que £ et G ae 
soient pas nuls tous deux : la condition LM = k- etant alors jointe a 
Tune des conditions L- — A’-, M- = entraine, L et M ne pouvant 
etre nuls, 

L = M, k^ = U = W, 

On en conclut, en supposant, ce qui est loisible alors, k = L, 

(7) dx^ =kdx, dy^ = kdy^ ds^ = kds. 

Or deux au moins des fonctions x, y, s de 1 et jx-sont independantes : 
supposons que ce soil, par exemple, xet y. Les deux premieres iden- 
tites (7) expriment que la correspondance entre i S) et (S^) se traduira 
par des formulas 

= J-(y ), k = o'(x) = 'Y{y), 

on xet y peuventetre consider6es comma des variables independantes. 
On en conclut que k est une constants, puisqu’il ne depend ni de x, 
ni de y ; et les formulas (7) donnent alors 

= kx + a, = % + b, z^=ks + c, 

<2, b, c etant trois constantes. Nous trouvons ainsi la solution 4vidente, 
oil (S) est une surface arbitraire, et (S^) une homoth^tique quelconque 
de (S). 

3° II reste a examiner le cas ou F est nul, sans que ni E, ni G le 
soient. Les conditions (5) donnent alors : 

F = o, L= — M=Ar, 
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k a, les equations (9) par rapport a a. et retranchant membre a mem- 
bre. Noustrouvons ainsi que y, r satisfont a une m^me equation 
cle la forme : 


(id 0 = — ( a- — -h ( /r — - = 2A-— + - 

\ Da / ^ DA \ D!X y DyDu Dt 


DA 

Dca 


Pr/j DA’ ^ 
DA PA Pa 


Or, ea differentiaat les equations ( 3 j, nous obtenons les identites : 


1 12) 


V 

"" Pa 


en V rempla^^ant 2 


p-^.r ^ 

D)Pa Pa " 

P-gr Py 

PyPa PyPa 


P j:* P^j:? _ . 

^"'Pa P)i>a Pa ’ 

2 fo action des derivees pre- 

PAPa ^ 


mieres. an moyen des identites qiii resulteiit de (i i) quand on y rem- 
place w par jr, //, 5 ; et en tenant compte des formules ( 3 ) et de la con- 
dition (10), ces identites (12) deviennent : 



pE 

p^ 


, -G 




Done E et G sont de la forme : 


E = i ofA), ® = ■! '■t" ! 

et r^l^ment lln^aire de (S) prend la forme : 

(r 3 ) ds* = A [?(>-)<^^* + 

K 

Nous pourrons, sans chang'er les formules (8) et (g), remplacer la 
coordonnee \ par une fonction de \ et ia par une fonction de p.; et 
disposer de ce chang’ement de coordonnees de maniere ^ reduire la 
formule(T 3 ) a la forme ; 

(l 4 ) = rf|A2), 

ou nous g'ardons les notations a, p. pour designer les coordonnees 
nouvelles )/, p.' definies par 


cT/J =2 v duJ = \/d/(p.).rfp.. 

En vertu de la formula ( 4 ), Teiement lineaire de (SJsera r^duit lui- 
m^me a la forme : 


(i 5 ) 


= k{dk^ 4" diu^) . 
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Le system e cles ’courbes coordomiees, qui ibrme, par hvpothese, ui) 
reseau conjug-ue, sur (Si et sur (S/i, forme aussi uu reseau orthoci-o- 
nal, en vertu de Thypothese F = o : c’est done le systeme des llgnes 
decourbure, sur Tune et Taiitre surface. Mais, de plus, il forme, d’apres 
les formulas f i 4 ) et fi 5 ), un systeme orthogfoiial isotherme ch. IV, 
§ 4j- Les deux surfaces peauent done ^tre divisees en enrres infini- 
ment petits par lears Ugnes de coarbare : on dit, pour exprimer cette 
propri^te, que ce sont des surfaces isotherm Iques. Une surface iso- 
ihermiqiie est done une surface qni, rnpportee a ses lignes de cour- 
bure^ a un de la forme (i 3 ). 

ds^ = K[c(l)dl^ + ^\L)dlL^], 

lieciproque . — Donnons-nous, inversement, une surface isother- 
mique (S) quelconque : supposons-la rapport^e a ses lignes de cour- 
bure, de sorte que son ds- est de la forme (i 4 ). Nous avons les con- 
ditions : 


(i6) 


\zl) k' 


V D.r 
" DA Da ■“ 


V 

\ Da / k ’ 


en m^me temps que la condition F' = o, qui exprime que les lignes 
coordonnees sont conjuguees : 


(17) 


0 = S = SA 

DADa <^(a, D/Da 


En dififerentiant les equations (16), nous obteiions : 


(18) 


DV Dj? 


daDu Da 


il* 

2 Da 


D^x D.t? I ^ k 


DaDu Da 


2 DX ’ 


et des equations (17) et (18) nous tirons les valeurs des deriv(^es secon- 
des > - ^’L . , 4 ^ . Les trois directions : 

DADa DADa D/Da 

D,z; Dy Dr Do; D// Dr , V R P 


dX ^ DX dX 


Da Du DfA 


formant un triedre trirectangle direct, nous introduisons leurs cosinus 
directeurs, qui sont : 

^ , \/k-^7 \'k ^^\'k^y\/k^; kA., kB, kC ; 
puisque E = G=^,A“ + + C® = EG — = pour 
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obtenir- — - par example, il suffit de multiplier les equations (I?) et 

(i8), respectivement, par Ar^, A* — et d’a]* outer ; ce qui donne : 

Dc4 


D — 2^ — 

]_ ^ ]_ _k_ ^ 

2 2^a DA 2 DA Dp. ’ 

c’est-k-dire : 

, D2.X* , dA' Da? , dA: Do; 

r -\ — : = 0 . 

D/Dp Dp Da Da Dp 

Done OJ, i; satisfont bien k la mdme Equation (i i). Or e’est preci- 
s^ment la condition necessaire et suffisante pour que les equations (8) 
et( 9 ),en soient compatibles : on 2 :>eutdonc calculer cc^, 

par la quadrature des differentielles totales ; 

(19) dr, = k J). - ^ rfa), dy, = A- ^ 

La surface (S^) est aiusi definie, et son ds^ est alors donne par la 
formula (i5) ; e'est-k-dire qu’elle est elle-mdme isotbermique, et rap- 
portee k ses lig-nes de courbure. Gar, d’apres les formulas (i), les lignes 
coordonn^es sont conjiig’uees sur les deux surfaces ; et, d’apres (i5), 
elles sont orthog*onales et isothermes pour (SJ. 

Done, etant donnee line surface isothermiqiie qmlconque^ qui, 
rapportee a ses lignes de courbure, a le ds® donne par (i4), il lui 
correspond, a une translation arbitraire pres, une autre surface 
isothermiqiie et une senle, telle que la correspondance etablie par 
plans tangents par alleles entre les points de ces deux surfaces soil 
une representation conforme de V une de ces surfaces sur V autre ; 
dans cette correspondance, les lignes de courbure des deux surfaces 
se correspondent ; et le ds® de la seconde est donne par la formule 
(i5). Il y a reciprocite entre les deux surfaces, 

Remarque, — Les calculs precedents montrent que, pour qu'une 
surface soit isothermique, il faut et il suffit que les coordonnees carte- 
siennes d’un point quelconque de la surface satisfassent, en m6me 
temps qu’k la condition F = o, a une m^me Equation aux d6riv4es 
partielles de la forme (ii). Cette Equation nechangpe pas de forme par 
un changement de variables de la forme 

(20) y=(p(i), 
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Mais on pent la simplifier, en posant : 

(2l) (o' = w.yiA, a), 

et determinant convenablement le facteur y. Elle devient, en effet. 





Z>A 

" I z>A‘ I 



L2A’ 

Z 

iv>. 'y 

J 


et il suffitde prendre : 

(22) 

pour la r^duire a la forme : 

( 23 ) 



:^W 

d'ltSu 


L’expression de 9, en Aet |x, se deduit du fait que, w = i etant solu- 
tion de Tequation (i i), w' = y = \‘k est solution de (28) ; done : 

6 = ~~ 

yjk * 

Dire que I'^quation {r ij est verifiee par les coordonnees cartesiennes 
X, ^,5, I, equivaut a dire que Tequation (28) est verifiee par les coop- 
donnees homogenes : 

X = .rv^, Y = 7jsJk\ Z = 5V^, T = sjk. 

Done : pour qaime surface soit isothermique^ il faiit et il sufjit 
que^ pour un systeme de coordonnees homogenes X, Y, Z, T conve- 
nablemenf choisi^ les qaatre coordonnees d'un point quelconqae de 
la surface^ supposee rapportee a ses lignes de courbure^ satisf assent 
d une mime equation aux devivees pariielles de laform,e (28) ; V ele- 
ment lineaire de la surface est alors : 

ds^ =^{d:K^ + dY^^). 


Examples de surfaces isothermiques 

Toute surface de revolution 

X = u cos [x, y — a, sin {x, s = cp(w) 

est isothermiqne ; car elle est ainsi rapportee k ses lignes de courbure, 
et son Element lineaire : 

[i +■ rd\u)]du^ -}- ll^d]f 

est de la forme (i3). 
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hd^ Sphere est, par suite, isothermique d’une infinite de manieres. 

2^ Les cdnes et les cylindres dowi les Elements lin^aires (i) et (2), 
donnes au Ch. V, | p* 91 ? se rapportent a leurs lig-nes de courbure, 
sent aussi, d’apres la forme de ces elements lineaires : 

ds'^ = du^ -b ds^ = du^ -b J , 

des surfaces isothermiques. 

3 ° Les surfaces dii second degre sont isothermiques. Nous le veri- 
fierons pour Thyperboloide a une nappe, en nous servant des formules 
du paragraphe precedent. Les formules (6) [| 4 ] donnent, a cet effet, 

[ii — vY ds^ = (a® -b b^) — 24 >o(m^, ir)dudv + 

-b -b — ofdudv, 

Introduisons les paramHres des lignes de courbure, d6finies par (7) 
[I 4 ] posaiit : 


( 25 ) 


du dv 

V' ii^) 


et le ds^ deviendra : 


rf)., 


du 


+ 


dv 


d\L ; 


(26) (^8 4. ^2) 4. — v)-\ 

avec : 

(h — ?^)^Eo = \/'*(m*) v/'t'Co*) + u*) — 

{a — y)*.Go = — ^o{a\ v^) + (« - v f. 

Or, a cause de la forme (9) [| 4 ] de I’int^g-rale de I’^quation d’Euler (7) 
[| 4 ], Eo = const. d^finit les mtoes lig-nes de courbure que |jl = const. ; 
done Eo est fonction de |ji seul ; et, de m^me, Go est function de a seul. 
Done le ds'^ (26) se ram^ne k la forme (i 3 ), caracteristique pour les sur- 
faces isothermiques, en mettant en facteur E^G^. 

4 ® Nous trouverons une nouvelle classe de surfaces isothermiques 
en cherchant les couples de surfaces paralleles (S) et (SJ sur les- 
quelles les iiormales communes d^terminent une correspondance 
conforme, II suffit pour cela, en desig-nant par I, m, n les cosinus 
directeurs de la normale a S, de supposer que, dans les formules (8), 9, 

^1 = ^ + hi, y^ = y ^ hm, z^=z -ir hn, 
ou h est une longueur constante. D’apr^s les formules d’Olinde 
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Rodrigues ^Gh. V, § Ri et R, etaut les rayons de coiirbure princi- 
paux de iSj, on a : 


u I 


^/?^ I 


D/i _ 

I 

Dr 

?>. ~ Ri 

FT ’ 

n ^ Ri 


D>. “ 

■” Rt 

D). ’ 

I 

dj? 

i 


D/2 

I 


R, 

Ta ’ 

du. Ro 

Da ’ 

Du 

Ra 

Du 

Done : 







h 




h 

"l — , 


?>. ~ 1 Ri 

/ a'/. 


Du \ 

Ro 

/ 

• • » • • • ) 

et, pour qu’on puisse identifier ces 
et (9)5 il faut et il suffit que Ton ait : 

formules 

avec 

les formules (8) 


(■— e )=“ 


oil : 


(26) 




2 

“F* 


c’est-a-dire que la courbure moyenne de (S) soit constaute. II en est 
de mdme de celle de (S^). et elle est egale et opposee k celle de (^S) : 
cela est Evident a priori^ a cause de la svmetrie de la relation entre (S) 
et (Si) ; et on constate sans peine .que Fegalite : 


i H ^ — 

Rj — h Rg — h h 

est equivaleiite a (26). Remarquons encore que les centres de cour- 
bure principaux, communs i (S) et (S^), sont conjugu^s harmoniques 
par rapport aux pieds de la normale commune sur les deux surfaces. 
On trouve ainsi un moyen de deduire de toute surface a courbure 

movenne constante -r une surface k courbure moyenne constante ~ ^ , 
“ h ' h 

Ainsi : toute surface a courbure moyenne constante est isother- 

mique. 

5 ® La conclusion pr^cedente n’est plus justifiee si la courbure 
moyenne est nulle, c’est-^-dire si (S) est une surface minima, car h 
devrait alors 6tre infini. Mais il est facile de verifier directement que 
toute surface minima est isothermique, 

Reprenons, a cet efifet, les formulas (6) ; la direction n de la 
normale est definie par la condition : 

[I — im)d{x + iy) -!-(/ + im)d{x — iy) + %ndz = 0, 
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d’ou on tire : 

(27) / + im = 


I ^ im = — 2, 7 z = w + y. 


La condition pour que la normale rencontre la normale infiniment 
voisine s’ecrit ensuite : 



/ 

dl 

dx 


I I 0 

0 = 

m 

dm 

dy 

X 

i — 7 0 


n 

dn 

ds 


00 I 


/ -h im dd 4- d{x + iy) 

I — im d{l — ini] d{x — iy) 
n dn dz 

En y portant les valeurs (6) et (27), on obtient done Tequation diff^ 
rentielle des lignes de courbure, qui se reduit a : 


(28) 


P'du^ + GVd® = o. 


D’autre part, le ds^ est, d’apres les formulas (6), 

(29) ds^ = d(cc + iy) d[x — iy) + ds"^ = — (;/ — vfF^^G^\dadv. 
Pour y introduire les parametres a, [x des lignes de courbure, il suffit 
de poser : 

\i¥'.du — \[¥\dv = rf)., \[F".du + \fiF\dv = d<^, 

et il vient : 

ds^ = (tfA^ _ rfpL*), 

4V7^"' ^ 

ce qui est bien de la forme isothermique. 


Emploi des coordoiin6es peutasphSriques 


6. — Pour que des Equations 
(i) X =/(.)., (i), y = [».), 5 = A(X, p.) 


repr^sentent une surface rapport^e k ses lignes de courbure, il faut et 
il suffit, d’apres ce qu’on a vu, que ces fonctions satisfassent a une 
m^me Equation aux d^rivees partielles de la forme 




4 - L 


a). 


+ M-^=o; 

Dft 


(2) 
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eii ineine temps qii'i’i la condition d’oi*tliuq;*oiialite : 

On pent remplacei- cette condition pai* line autre, de la mauiei-e sul- 
vaiite. Dcsii^nons, pour abrei^er, par le premier membre de (2), 
et nous aurons Tidentite : 


~ Q(x'^ + 4 - — ocHia?) 4 - ^Q(^) + £Q(s) 4 - F, 


On en coiiclut, puisque Q(.r), ^Ms) sent nuls, que la condition ( 3 ) 
equivaut a Q{,jC- + q_ ^2^ _ q 

Done, poi/r que les equations (i) representent line surface rap- 
portee a ses ligaes de courhare, il faat et il sufjit que les quatre 
fonctions x, v, z et (x® 4- 4- z-) satisfassent a une mime equa- 

tion aux derivees partielles de la forme (2). 

Cela equivaut manifestement a dire que i, x, y, z, {x- + y- + z^j 
satisfont a une meme equation aux derivees partielles de la forme 
plus generale : 


( 4 ) 


D-w , Y 1 Ar 1 x' 

L L q- JVl p >,0) = 0 . 


Introduisons les combinaisons : 


(5) „ = 

^ ^ 2 21 

etdesignons sous le nom de coordonnees pentaspheriqiies d’un point, 
de coordonnees cartesiennes rectangulaii'es x, //, z, les cinq quan- 
tites : 

(6) x^ = mx,^ = my, x^ = rnz, x^ = mu, x^ = rnv, 

on m est un facteur de proportionnalite arbitraire ; elles sont liees 
par la relation : 

(7) 4 - OJgS 4- xf H- xf H- j?g 2 == 0. 

Reciproquement, si x^, x^, x.^, Xj^, .r- sont cinq nombres lies par la 
condition [j), on tire des equations (6), en remarquant que u + iv — i,. 


(8) m = x^ + ix-^, x = ^, ij=—, 

et la condition (7) donne : 



— ix^ = — m{x^ + + z^) = m{u — iv) ; 
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oa a done : 

4 - ix- = m{u + iv). — ijo^ = m{u — iv), 

et les dernieres equations x^ = niu^ x~ = mv soat verifiees. Done cinq 
nombres lies par Tequation (7) sont coordonnees pentasph^inques d’un 
point. 

Cela pose, comme Tequation ( 4 ) se transfbrme en une equation de 
meme forme si on y fait le chani^-ement de variable H'-)» 

le resultat enonee plus haut peut se traduire ainsi : 

Pour qiie les equations (i) representent ane surface rapportee 
a ses lignes de coarbure^ il faut et il sufjit que les cinq coordonnees 
pentaspheriques dun point de ceffe surface sntisfassent a une 
meme equation aux derivees partielles de la forme (4). 

Toute combinaison lineaire homogene, k coefficients constants, de 
plusieurs integ-rales de ( 4 ) en est encore une int^grale. Done le mtoe 
resultat subsiste, si on substitue aux coordonnees pentaspheriques, 
precedemment definies, les coordonnees pentaspheriques generates 
qui s’en deduisent par une transformation lineaire et homogene 
orthogonale quelconque. 

( 9 ) x'h = ^^VikXk (A == 1 , 2 , 3, 4, 5). 

k = I 

Dire que cette transformation est orthog’onale signifie qu’elle laisse 
invariante la forme quadratique ; e’est-a-dire que les equations 

h = I 

(9) entrainant I’identite : 

(10) I-a:'/,* = 

/« = I A = I 

Ces transformations orthogonales poss^dent des proprietes toutes 
semblables a celles des transformations analogues a trois variables, 
c"est-a-dire des changements de coordonnees rectangulaires (sans 
deplacement d’origine). 

L’identite fio) equivaut aux conditions d orthogonalite : 

■(i i) = I , ^^ct.nk%hk^ =0 (it # /r' = 1 , 2 , 3, 4, 5) ; 

A = 1 ^ = I 

d’ou Ton deduit, par combinaison des equations (9), les formules 
inverses equivalentes ; 

(12) Xk— ^'^cf.hkx'k ()t= I, 2, 3 , 4 > 5 ), 

h ■= I 

qui satisfontaux conditions d’orthogonaliU analogues a (n), puisque 
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'4 3 


ridentite (lo) ue cesse pas d’avoir lieu; les conditions d'oilhofi[-oiialite 
ainsi obtenues : 

(13) = I, =0 [h ^ h’ = i, 2, 3, o) 

/.' = I A- = 1 

so at done equivalentes aux coaditious (i i ). 

En elevaat au carre le determinant A = <-ies formes (cj), on voit 
qu’il est e^'al a ± i ; et, en choisissant convenablement les notations, 
e’est-a-dire I'ordre dans lequel sont numerotees ces cinq formes lineai- 
res, on pourra supposer qu’il est eg'al a i. Alors I’identification des 
formulas (12 ) avec cedes que donne Tapplication de la regie de Cramer 
aux equations (9), donne encore Tegalite entre les elements de A et les 
mineurs correspondants : 

(14) = (A, A‘= I, 2 , 3, 4, 5). 

Interpretation des coordonnees pentaspheriques generates . ~ II 
resulte immediatement des formules de deHiiition (6; que toale eywa- 
tion lineaire homogene : 

(1 5) o = S-flACCA =^^[(04 + ia^) (x^ + y* + £*) — 

A = I 2 

— m^x — 2a^y — 2a^z — (a^ — a^i]] 

represente une sphere, et reciproquement. Nous pouvons supposer 
les coefficients a/i? qui ne sont definis qu'a un facteur pr^js, choisis de 
maniere a satisfaire a la condition d’orthogonalite : 

(16) 

Nous dirons alors que <2^, sont les coordonnees de la 

sphere. 

On constate immediatement que ie rayon R de cette sph^u'e est 
donne par : 

^ + ^3^ + (gj 4- i 

{a^ + iaD^- + 

On prendra, par exemple, et cela revient a disposer du signe ±, 
laisse arbitraire par la condition (16), 


La puissance du point (x^, x^, x^, 0*4, x^), par rapport a la sphere 
consideree, a done pour expression : 

2R 


(18) 


Pa;=- 


. '^i^ahXh- 

h = j 
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Coasiderons maintenaut une seconde sphere, defiiiie, de in^me par 
ses coordonnees bk (Jt= i, 2, 3, 4-. et de rayon R'. L’ang*le V des 
deux spheres est donne par : 

TiTif 'IT' 2(ai6i + 4" (<2^ — i^3)(64 + — ^b^)(aj^-\-ia>^) 

2nli. cos \ = ; ; ^ ^-77 ^ 17- , 

(n^ + la^) (6^ + 

d’ou: 


(19) cos V = 'I 'Ghbh- 

Ce cosinus est done defini sans amLi|»‘uite, des qu'on se donne les 
signes des rayons des deux spheres. On remarquera ranalog“ie de ces 
formules (16) et (ig) avec celles qui coiicernent les directions^ dans la 
”“eometrie cartesienne, a coordonnees rectaugulaires. 

Gela pose, I’interpr^tation des coordonnees (9) est immediate. Les 
equations x^h = 0 (/i = i, 2, 3, 4» 5) d^finissent cinq spheres (SJ, (S,), 
(S3), (S4), 'S-), ayant pour coordonnees les coefficients des seconds 
membres des equations (9) correspondantes. Ces spheres sont ortho* 
g'onales deux a deux, d’apres les conditions (ii) : elles constituent ce 
qu’on appelle un pentasphere orthogonal^ qui sert de pentasphere 
de reference pour la definition des coordonnees (9). Les coordonnees 
pentaspheriques (9) sont elles-memes, d’apre^s la formule (18 ), /ja'o- 
portionnelles aux quotients obtenus en divisant les puissances da 
point M considere par rapport anx cinq spheres de reference par 
les rayons respectffs de ces spheres, 

En voici une autre interpretation qui nous sera utile. SoitM le point 
considere, et supposons que ses coordonnees x\ et x\ ne soient pas 
nulles toutes deux, e'est-a-dire qu’il ne soit pas un point commun 
aux spheres (SJ et i^Sg). Nous pouvons alors determiner une sphere 
et une seule, (S), passant par M et coupant h angle droit les spheres 
(S3) (S4) (S5) ; car les coordonnees 6^, ig. ig, i^, i- de (S) seront defi- 
nies par les conditions : 

(20) ^^bhXh — o, ^^bh^Vi = o^ V>bhOiiih = o, S=»i/za 5 /i = o. 

h — I h = 1 h = i /^ = I 

Ces equations, en i^, i.,, ig, i^, i-, sont independantes, sans quoi 
on aurait : 

Xk = l3a3;^ + (i = i, 2 , '3, 4» 5), 

et par suite, a cause des conditions d’orthogonalite, x'^^ = x\z=z o ; ce 
qui est contraire k Thypothese. 
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Desi"iions alors [lar \\ el Vo les aiii;*les que (S) fait avec iSJ etiSo) : 
ils soul deHiiis })ar les forinules : 

(21 / cos \\ = 'Z’*bh^ih^ cos Vo = 

A = 1 * = I 

qui eutraiut‘Lit, en tenant coinpte de ^bk~ = i, et des (‘ondilions d'oi'- 
thoeroiialite (i 3 ), la condition : 

(22^ cos-V^ -f cos-V, = I ; 

de sorte que les deux aug*les V^ et Vg sorit complementaices. Uue 
relation suffit done pour les determiner : ou Tobtieut eii eliminant les 
bfi entre les equations (20) et (21). En laissaiit d’abord de cote la pre- 
miere equation (20), on en tire : 

(28) bh = %ih cos \\ + cos Vo (A = I, 2, 8, 4 » : 

et en iDortaiit ces valeurs dans Tequatiou '^bjiJC/i = o, il vient : 

(24j x\ cos V^ -f ^'2 Vg = 0. 

Les equations (22) et (24) determinent cos et cos Vg a un meme 
facteur (it: i) pres : cela tieut a riiideterminaliou que la definition de 
(S) laisse subsister sur le si§“ne de son rayon. Mais, quel que soit le 
signe adopte, la fbrmule (24J doime sans ambigul’t 6 , en fonction de 
cos Vi et cos Vg, le rapport des coox'donnees x\ et 

On remarquera que, si x\^ par exemple, est nul, la solution des 
equations (20) est donnee par bh = %ih ; c"est-a-dire que la sphere (S) 
est alors la sphere (S^). Par suite, cos V^ = i, cos Vg = o, et la for- 

x'i 

mule (24) donne— /= o, x'2 etant, par hypothese, different de zero. 

X 2 

Nous concluons done que les coordonnees pentaspkeriques d'un 
pointy qui ne sont d 6 finies qu’a un mtoe facteur pr^s, sont entiere- 
ment dHerminees par les cosiniis des angles que les spheres passant 
par ce pointy et orthogonales a trois spheres du peritasphere de 
reference^ font avec les deux autres spheres de ce pentasphere. 

Remarque i. — La sphere qui a pour coordonnees Z>g, ^g, 64, b- 
dans le systeme initial x^, Xg, Xg, Xj^, x^ de coordonnees pentaspheri- 
ques, a, d’apres les formules (i2\ pour equation, dans le systeme 
general (9) de coordonnees : 

(I'^bh^hkyx'h — 0. 

;f = I A,— I 

On dira que les quantites 

(29; b'h = ^^bfi^hk (A = I, 2, 3 , 4 , 5 ) 


Vessiot 
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sout, dans le nouveau systeme, les coordoiinees de la sph^?re. II resulte 
des conditions d’orthogonalite (ii) qiie de telles coordonn^es satis- 
font encore a la condition d’orthog^onalite, analog-ue a (i6), 

h - 1 


La transformation des coordonnees des spheres se fait done comme 
celle des coordonnees des points. 

II resulte encore des conditions d’orthogonalite (ii) que la formule 
(19) qui donne Tangle de deux spheres, garde la meme forme eii 
coordonnees peutaspheriques generales. 

Remarque 2. — Soient yoj -2^0 les coordonnees du centre d’une 
sphere (S), R son rayon, P la puissance de Torigine par rapport a (S) : 
les cinq coordonnees peutaspheriques de (S), definies parTequation (i 5 ) 
et la condition = i, sont : 


( 3 o) a^—^ 



£0 
R ’ 



a 


° 2{K 


On pent leur substituer six coordonnees homogenes Cg, Cg, Cg, 
Cg, liees par la condition sym6trique : 

( 3 1) = 

k=i 

Nous poserons, a cet effet, p etant un facteur arbitraire : 

(32) Ci = p(i— P), C2= — pf(i +P), C3 = 2pa:Jo, 

^^4 = 2pyo, CQ= — 2ipR. 

Pour Cq = 0, la sphere est de rayon nul, et Cg, 63, Cj, sout les 
coordonnees peutaspheriques de son centre. Pour Cg o, les formules 
(82) equivalent aux suivantes : 


( 33 ) 






«5 



On pouiTa employer des formules analogues a ces dernieres pour 
passer des coordonnees peutaspheriques generales d’une sphere, defi- 
nies par les equations (29), k des coordonnees homogenes satisfaisant 
a la condition ( 3 i), 

La formule (19) montre qu’une relation lineaire et homogene : 


( 34 ) 


o, 

/.'= I 


ou les Ga,- sont des constaiites quelconques, exprime que la sphere (S) 
coupe la sphere (S'), de coordonnees homogenes : 


( 35 ) c'/i = Ch (A = I, 2, 3 , 4 , 5 ), c-g = i v'G^^ + Gg^ +....-{-052, 
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SOUS Tangle constant V, dunne par la formule : 

( 36 ) i.osV = -^. 

Dans le cas oii les constaiites Ca* verifient la condition = i, on 

a 6*',j = Gg ; les constantes Ca- sont alors elies-memes les coordonnees 
de la sphere (S'), et la condition ( 34 ) exprime qiie les deux spheres (S) 
et (S') sont tangentes. 

Remarque S. — Dans le cas ou la sphere (S) se rMuit au plan 
/mT -h -T vr — 0 = 0, 1, ;jL, v etant les cosinus directeursd’une direc- 
tion normale au plan, les coordonnees Uh sont : 

(87) = A, r.u = p, = v, r/j = — 0, a. = — il {a^ -|- ia^=o). 

Remarque 4 - — On peut passer directement du systeme de coordon- 
nees x'k relatif a un peotasphere orthogonal (11), au systeme de coor- 
donnees relatif a 11 n autre pentasphere orthogonal (IT). Des for- 
mules : 

,/// = iS'^'i/A-jJA- (A-, / = I, 2, 3 , 4 , 5 ), 

h = I /v = I 

on conclut, en ellet ; 

( 38 ) cc"/ = 'Z\ x'ii='E.-p'ii,x'i, (/= I, 2, 3 , 4 , 5 ). 

/i = 1 k I A = I 

Dans cette expression de la coordonnee x"i les coefficients : 
fi^/A = -^^/A-a/iA- (h = I, 2, 3 , 4 , 0), 

/i- = I 

sont encore les coordonnees de la noiivelle sphere de reference (S'/) par 
rapport au premier pentasphere (II j. L’analogie avec les formulas de 
transformation de coordonnees cartesiennes rectangulaires (sans 
deplacement d’origine) est manifesto. 

Condition pour qaiine surface soil isothermiqiie. — D’apr^s ce 
qu’on a vu au | 5 , pour que la surface consid6ree soit isothermique, il 
faut et il suffit que Tequatiou (4) puisse se ramener, par une transfor- 
mation to' = to.x(^., a) a la forme de Tequation ( 23 ) de ce | 5. Done, 
pour que les equations (i) representent une surface isothermiqae, 
rapportee a ses lignes de courbure^ il faut et il suffit que les cinq 
coordonnees pentaspheriques dun point satisf assent d une mime 
equation aax derivees partielles de la forme : 

( 39 ) 

pour un choix conoenable du facteur de proportionnalite qiii figure 
dans ces coordonnees. 
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Renictrqiie ^ — Un raisoiiiiemeiit, semblable a celui du debut de ce 
paragraphe, peat se faire sur les coordoniiees d’uu plan tangent a la 
surface, suppose ecrit sous la forme : 

ax by cz i = o. 

Les coefficients soiitdes foiictious de a et |x; ctpour que la surface, 
definie comme enveloppe de ce plan, ait les llgues \ = const., 
|L = const, pour ligTies de courbiire, il faut et il suffit que i, ci, 6, c 
\a- + + C-) satisfassent a uae memc equation de la forme ( 4 ). 


Application aux oyclides 

7. — Designonspar x^, x^, x,^, x., les cinq coordoniiees pentasphd- 
riques d’un point, dans iin systeme quelconque de telles coordonnees. 
Une surface sera representee par une Equation homogeue entre ces 
coordonnees. Nous avons vii que le cas 011 cette equation est du pre- 
mier degre correspond aux spheres. Les surfaces represeiitees par 
une equation du second degre sontappelees cyclides* 

Il resulte de latheorie des formes quadratiques que si : 

^35 ^41 ^5) 

est uii polyndme du second degr^, homogene, on peut toujours trou- 
ver une transformation lindaire homogene : 

Xjc = '2i^%i^}iXh (A* = ..., 5) 

h = I 

qui laisse iiivariante la forme 'Lxjr transforme fl> en 

Xo, X*3, X^) = 

h = I 

Il existe done un chaiigement de coordonnees pentaspheriques <[iii 
ramene requation de toute cjclide a la forme type : 

V^ShXh^ = 0. 

h = I 

Ecartant les cas paii-iculiers ou un ou plusieurs des Sh — (qui sout 
i*acines de Tequation en 8 obtenue en 4 galant a zero le discriminant de 
<1) — — seraient nuls, nous prendrons I’equation de la cyclide 

h = I 

sous la forme 
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et nous la considerons romme falsant partie de la famille de cvclides 
representee par Teq nation 


on est un parametre arbitraire. 

Les coordonnees Xh etant liees, par hypothese, par la condition 
= o, cette equation (i) est, en c, une equation du troisieme 

h = I 

deg‘re, de sorte que,par chaque point de respace,passenttrois cy elides 
de la famille : les parametres -Jo, de ces trois cyclides sont ainsi 
des coordonnees curvilig-nes pour les points de I’espaee. On calcule 
les Xh en fonction de cr^, ^3 par le mdme mode de calcul qui sert 
pour le probleme analojgue relatif aux families dequadriques homofo- 
cales. Posons : 

h — I 


et nous pourrons ecrire I’identite 




h = i^--ah 


(Qr--(ri)(g— »g3)((r-~ (Tg) 
o(g) 


en neg'ligeant le facteur d’identification du second membre, puisque 
les Xh peuvent fitre calcules a un meme facteur pres. On a ici I’ldeatite 
de decomposition du second membre, fraction ratioiinelle en c, en elei- 
ments simples ; done : 


(2) 




(ah — (Tj) {ah — g2) (fih - G-s) 2,.., 5). 


9(cth) 


Si on suppose Cg = constante, on a ainsi la representation parame- 
trique d"une quelconque des surfaces (i). 

Or si on pose, en g^eneral, 


<0 = 

= sl{a 

1 

t) 

1 



a a&) fTi — a 

1 

2(U 

^ &ff2 2W ’ 


_ I 

1 

to 

1 

^ff^D-cro 


4®^ 


2((Jj — 33) 




Dci> 


<>6) 


0 , 


d’ou 

( 3 ) 
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C’est une Equation de la forme (i i) | 5 : il n’y a qu’a faire, en effet, 

= (c^ — ffg)— ^ dans cette equation (i i), pourretrouver Tequation (3) 
actuelle. Gelle-ci est done bien r^ductible la forme (89) § 6, par une 
transformation w' = 

Done les coordonn^es pentasph^riques (2) de toiite cyclide (i) satis- 
font bien a la condition enonc^e ci-dessus; et les ci/clides sont des 
surfaces isothermiqnes. 

Bemarque 1, — II est ainsi prouve que les trois cjclides du sys- 
teme (i) qui passent en un point se coupent, deux a deux, suivant 
des lig*nes de courbure communes : elles se coupent done a ang*le 
droit; et, par suite, deux quelconques de ces cyclides se coupent a 
angle droit tout le long de leur intersection. 

Remarque 2. — Un calcul analogue s’applique aux quadriques 
bomofocales 



h = I (ih — 0“ 


6tant des coordonn6es rectangulaires. On trouve 




.?(•) = <• - 0.) (« - o.) (• - 


<f'{ah) 

Done a?!, x^, satisfont k I’^quation (i3). Reste a verifier que l^Xh^ 

h = I 


y satisfait aussi. Or la substitution de cette fonction dans le premier 
membre de (i3) donne 


h = I f\ah) ’ 

et ridentite 

^ — q‘3 v3 Uh — gg 

y(<T) /? = I (O' — a/i) 

donne, quand on identifie,et qii’on exprime qu’il n'y a pas de terme 
en c® dans le second membre, 

V3 Q// — 0*3 Q 
h = I 


Application aux transformations conformes 

8. — DSfinitions, — Gonsid^rons une transformation ponctiielle \ 
c/est-a-dire qui (comme le font les d^placements, les homoth^ties, les 
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inversions, par exemple) fait correspondre k tout point M de Tespace 
un point homolo§“ue M'. Elle est definiepar ses equations : 

(1) = y'z=ff(x,y.z), s' = h{x,y,s). 

qui donnent les coordonnees {x\ y\ 5 ') de M' en fonction des coordon- 
nees {pc^y^s) de M. On suppose qu’inversement a chaque point M' cor- 
respond un point M, c’est-a-dire que les equations (i) definissent des 
forictions implicites : 

( 2 ) x = ¥{x',y\s'), y — G{o!^,y',s'), s = Yi.{x ,y\ s'). 

11 suffit, pour cela, comme Ton sait, que y, h aient des d^rivees 
partielles continues et que le determinant fonctionnel 
pas nul identiquement. 

A tout lieu de points M, la transformation fait correspondre un lieu 
homologue de points M' : a une courbe, une courbe ; a une surface, 
une surface. A deux coiirbes qui se coupent en elle fait corres- 
pondre deux courbes qui se coupent au point M'q, homolog-ue de Mq ; 
a deux courbes tang'entes en M^, deux courbes tangentes en M'q. 
De m6me pour une courbe et une surface ; et pour deux surfaces. 

Gela resulte de ce qu’on deduit des equations (i), en les differen- 
tiant, 

(3) rfx' = g rfx + ^ 4- ^ ds, dy' = ^£dx+^dy + ds, 

ds' = ^^dx + ^^^dy+%ds, 

de sorte qu’a chaque element lineaire [Xy y, s ; dx, dy^ dz)^ corres- 
pond un 614ment lineaire homologue [x\ y\ z' ; dx\ dy\ dz’)^ qui est 
le m6me quelle que soit la courbe, passant en M, k laquelle appartient 
le premier Element. On dit que la transformation des elements lineai- 
res de Tespace, ainsi definie, resulte du prolongement de la transfor- 
mation (i). 

Le carre dd- deFelement lineaii'e transforme est, d’apres les formu- 
les (3), line forme quadratiqiie en dx^ dy^ dz^ dont les coefficients 
sont fonctions de a?, y^ z ; soit ; 

(4) • = ^(dx^ dy^ dz ) ; 

et Tangle des deux elements lineaires homologues de deux Elements 
lin6aires d’un ihdme {3oint — (que nous supposons correspon- 
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clre a deux differentiations dlfferentes r/ et or — est donne par la 
formule : 


( 5 ) 


cos Y' = 


T^d.r 




dy, dz) \^§cc, §ij, oV) 


Cela pose, on dit que la transformation {i)est nne transformation 
conformed si elle conserve les angles ; c’est-a-dire si les homolo^ues 
de deux courbes quelconques qui se coupent en jM, Font au point 
homologue M' un angle egal a celui que les deux premieres font 
en M. Cela revient a dire que Tangle de deux elements lineaires quel- 
conques d’un m^me point M est egal a Tangle des Elements lineaires 
transform es. 

S’il en est ainsi, k un angle droit correspond, en particiilier, un 
angle droit, et par suite Tequation 


ddas 


6 ,X 






8^^ + 


it 

?ds 


6 r 


o 


est une consequence, quels que soient a?, g, s, de Tequation ; 


dx^x -h dgBg -j- ds'Ss = o. 

On en conclut une identite de la forme : 

~ + <'fyS r/ + rfr8:r), 

puisque ces deux equations sont homogenes et du second degrc par 
rapport aux differentielles. Cette identity entraine, dans le cas parti- 
culier Sx = dx^ hij — dij^ Sr = rfr, la suivante : 


(6) ^[dx, dij^ dd) = k’^ix. g, z) {dx'^ + dg^ 4- dz^). 


Done toute transformation conform.e entraine une identite de la 
forme : 


(7) 


ds^ = 


dest-a^dire quelle transforme dans un rapport constant tons les ele- 
ments lineaires d'un rni^me point, ce rapport k etant une fonction des 
coordonn6es du point consid 4 r^. 

Rociproquement, si une telle identite (7), ou (0), a lieu, la for- 
mule ( 5 ) se reduit a : 


cos V' = 




yj dx'^-j~dg^-}-dz^ yj "h 


: COS V, 


et la ti*ausformation est une transformation conforme. 
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La propriete precedente pmt done ^tre prise comme definition 
des transformations conformes "Gf. Ch. 11 , § 2]. 

Recherche des iransfornintions conformes. — Eii veitii cle I’iden- 
tite (7), toute transformation conforme chang'e Teq nation ds'^ = 0 
en dd- = 0 ; elle clian^'e done toute coiirbe minima en une courbe 
minima ; et, par suite, toute developpable isotrope, dont les courl)es 
minima sont confondues, en une surface a eourbes minima doubles, 
e’est-a-dire en une developpable isotrope. 

Cela pose, considerons une droite isotrope : on pent trouver, d’une 
infinite de manieres, deux developpables isotropes qui se touchent le 
long* de cette droite ; les transform ees se toucheront siiivant une ligne 
minima commune, done suivant une droite isotrope. Done, toute 
droite isotrope a pour homologue une droite isotrope ; toute surface 
r^glee isotrope devient une surface reglee isotrope ; et toute sphere, 
qui est doublement engendree par des droites isotropes, se change en 
une surface doublement reglee, a generatrices isotropes, e’est-a-dire 
en une sphere. 

Reciproquement, toute transfoi'mation ponctuelle qui change les 
spheres en spheres, change tout couple de droites isotropes, qu’on 
peut tou jours considerer comme courbe d’intersection de deux spheres 
tangentes, en iin couple de droites isotropes ; elle change done les 
droites isotropes passant j)ar un point iVI en droites isotropes passant 
par son homologue M'; elle change, par suite, rensemble des Ele- 
ments lineaires isotropes de ce point, caractErise par Tequation 
ds'^ = 0, dans I’ensemble analogue, caractErise par Tequation 
dd^ — o. Elle donne done lieu k une identite de la forme (7), et est 
une transformation conforme. 

Les transformations conformes de iespace a trois dimensions 
sont done les transformations qui changent toute sphere en sphere. 

Cela pose, soit (Tj une transformation conforme; et supposons les 
points M rapportEs a un pentasphere orthogonal (71). La transforma- 
tion (T) changeant les spheres en spheres, et conservant les angles, 
change ce pentasphere (ic) en un autre pentasphei'e orthogonal (f). 
Les coordonnees de Thomologue M' de M, prises par rapport a (tc'), 
sont les mEmes que les coordonnees de M par rapport (f). Car ces 
derni6res coordonnees ne dependent que des angles que les sphEres 
menees 2}ar M, normalement k trois spheres de (-), font avec les deux 
autres spheres de (tu) [Cf. page 225 ]. Et comme la transformation (T) 
n’altere pas les angles, elle n’altErera pas non plus les coordonnees 
du point par rapport au pentasphere, suppose transformE en mEme 
temps que lui. 

Soient donenj^ Xo, x- les coordonnees de M pat rapport au 
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pentasph^re (-jt), et bh = {k = i, 2, 5 ; A = i, 2, 5) les 

coordonnees, par rapport k (-n:), des spheres que la transformation (T) 
substitue, respectivement, aux spheres Xk = o (A: = i, 2, 5). 

Le point IVF a pour puissances, par rapport k ces spheres, des quan- 
tit^s proportionnelles aux coordonnees Xk de M, multipliees, respecti- 
vement, par leurs rayons R a-. On a d’autre part, directement, pour ces 
m^mes produits [§ 6, formula (18)], des valeurs proportionnelles aux 
expi'essions : Les formulas de la transformation (T) peu- 

/i = I 

vent done s’ecrire : 

(8) Xk == : x'k = .(A', A = 1 , 2 , . . , 5). 

A = I k — 1 

Done les transformations conformes sont represenfees, en coor- 
donnees pentaspheriques^ par les transformations lineaires homo- 
genes orthogonales. Elies formenty par consequeniy nn groupe de 
00^° transformations y puisqu’il y fig^ure vingt-ciaq coefficients, li^s 
par quinze relations inddpendantes. Le mot de groupe indique que 
deux de ces transformations, effectuees successivement, donnent, 
comme resultat final, une autre transformation conforme, ce qui est 
evident a priori. 

On d^montre que chacune de ces transformations peut se decom- 
poser en deplacements, homotheties et inversions. 

Remarque. — Si nous comparons ces formules (8) avec les formu- 
les du changement de coordonnees pentaspheriques, defini par la 
substitution au pentasph6re de reference (tt), du pentasphere 
iiomologue de (f) par la transformation (T), formules qui seraient 
[I 6, equ. (38)] : 

h = 1 

nous voyons que les inversions correspondent, en coordonnees pen- 
taspheriques, aux changements de coordonnees, comme les deplace- 
ments aux changements de coordonnees rectangulaires de la geometi'ie 
cartesieniie. L’analyse precedente donne la raison de cette analogic. 

Transformations conformes du plan. — Les transformations ponc- 
tuelles d’un plan 

( 9 ) =yi^7 u)^ y' = <7(«^ y) 

se definissent, et se prolongent eu transformations d’elements lineai- 
res {Xy ij ; dXy dy) comme celles de I’espace. Les transformations 
conformes sont encore d^finies par rinvariance des angles : et, en rai- 
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sonnant comme ci-dessus, on constate que cette invariance equivauta 
Tinvariance du a un coefficient A’® pres. En developpant cette 
identity : 


df^ + dg^=:k%dco^-^dy% 
on obtient les conditions : 



<y.T D/y 



On en conclnt par Tidentite de Lagrang'e : 


D.r d^g d-g D,r 


£ etant eg'al a + i , ou a — i , comme il est facile de le vfndfier, suivant 
que les ang'les homolo§*ues ont la mtoe disposition, ou des disposi- 
tions contraires. 


Quoi qu’il en soit, on a deux equations lineaires en ^ 
on tire 


" ?// ^ ^g " Da? ’ 


ce qui equivaut k dire que y* + si £ = + i, g + si z = — i, 

est fonction anal}i;ique de + ig. 

Uetude des transformations conformes du plan equivaut done d la 
tJieorie des fonctions analgtiques dune variable complexe. 

Ges transformations dependent d’une fonction arbitraire, et non 
plus comme dans lecas de I’espace, d’un certain nombre de constantes 
arbitraires. II n’est plus exact que toute transformation conforme 
change tout cercle en cercle ; mais on pent chercher les transforma- 
tions ponctuelles du plan qui changent tout cercle en cercle, comme 
nous avons cherche les transformations de I’espace qui changent 
toute sphere en sphere. 

On introduira, a cet effet, des coordonnees tetracycliqiies^ qui seront : 


I — as® — I + ag® + // • 
a?! = mXy Xo = my^ x^ = m ^ ^ , Xj^ = ni — * — 

et, plus generalement, des combinaisons de celles-la ; 

x!h = (A = I, 2 , 3, 4), 


d<^finissant une transformation lineaire homogene orthogonale k 
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quatre variables. Et ontrouvera que, eiicoorclonneestetracvcliques quel- 
conques, les transformatiom qui chanqent tout cercle en cercle sont 
dejinies par les diverses transformations Uneaires homogenes ortho- 
gonales a quatre variables. On a ainsi iin groiipe de oo ® transforma- 
tions, qu’o!! appelle le groiipe des rayons oecteiirs reciproqiies, parce 
que ses transformations peuveiit se decomposer eu deplacements, 
homotheties et inversions (ou transformations par rayons vecteurs 
reciproques). 

Invariance des lignes de courbure et des reseaux isothermes, — 
Revenons an cas de I’espace : d’apres une remarque deja faite, si les 
coordonnees pentaspheriques ^4, x~ d’un point d’une sur- 

face satis font a une equation de la forme (4) I b, les variables x\^ 
x'.^, .zj'j, qu’on en deduit par une transformation lineaire homo- 
gene quelconque satisfont a la meme equation. Done si les equations 
(i) § 6 representent une surface rapportee a ses lignes de courbure, il 
en sera de m^me des equations qui s’en deduisent par une transfor- 
mation conforme quelconque. 

En d’autres teimes, les transformations conformes laissent inva- 
riant e la propriete dune coarbe dune surface den Stre une ligne 
de courbure [Gf. Ch. XI, | 6j. 

D’autre part, les transformations conformes, multipliant le ds’^y en 
un point M, par une fonction des coordonnees du point M, n'alterent 
point la forme de ds^ d’une surface qui caracterise les coordonnees 
ofthogonales isotheimes. Done les transformations conformes lais- 
sent invar iante la propriete dun reseau de courbes dune surface 
d^tre un reseau orthogonal et isotherme. 

On conclut de la que les transformations conformes changent 
toute surface isothermique en surfaces isothermiques, Gela resulte- 
raitaussi de la remarque faite pour les lignes de courbure ; I’equation 
(4) I 6, etant alors reductible k la forme : 


D-ADp 


= oj.0(a, ;j.). 


Remarque, — Les derniers resultats peuvent etre etablis, et com- 
pletes, sans calcul, par les considerations geometriques suivantes. 
D’apres les remarques du Gli. VI, | 4 > sur les lignes de courbure, toute 
ligne de courbure est unlieu de points M de la surface (S) consideree, 
tel qu’il soit possible d’associer a chacun de ces points une sphere 
tangente ii (S), de majiiere que la sphere tangente en M a (S) soit aussi 
tungente, en ce point, k la sphere infiniment voisine. 11 en resulte 
immediatemeut que toute transformation ponctuelle qui change toute 
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sphtM'e eii sphere chaii"*e, par la-meme, toiite lij^ne Je courbnre do (^S) 
eii line lig*ne de coiirbure de la surface homolo^iie. 

Reciproquemeiit, toute transformation pouctiielle chang'eant toiite 
ligne de courbure en liia;*ue de coiirbure, chani5*e toute surface reglee 
isotrope, non developpable et non spherique, en line surface de memo 
nature, car ces surfaces sont les seiiles dont les lignes de coiirbure 
soient doubles [Ch. Ill, § 7]. De plus, les lignes de courbure de ces 
surfaces etant leiirs generatrices isotropes, et une droite isotrope poii- 
vant etre, d’une infinite de manieres, cousideree comme generatrice 
d’uiie telle surface, la transformation change toute droite isotrope en 
une droite isotrope ; et, par suite, comme nous Tavons vu plus haut, 
toute sphere en sphere. Done toute iransfonnation ponctaelle qai 
change toiiie ligne de courbure en une ligne de courbure est une 
transformation con forme. 

D’autre part, toute transformation conlbrme, qui conserve les angles 
et les rapports des arcs infiniment petits issus d’un meme point, trans- 
forme tout reseau de carres infiniment petits, trace sur une surface, en 
un semblable reseau, trace sur la surface transformee. En d’aiitres 
termes, toute transformation conforme change tout reseau orthogo- 
nal isotherms, trace sur une surface^ en un reseau orthogonal iso- 
t her me de la surface homolog ue. 

En combinant les deux resultats ainsi obtenus, on conclut que toute 
transformation conforme change toute surface isothermique en surface 
isothermique. 

Reciproquement, toute transformation ponctaelle qui change 
toute surface isothermique en une surface isothermique est une 
transformation conforme. En effet, elle doit changer toute sphere en 
sphere, car la sphere (le plan etant considere comme cas particulier 
de la sphere) est la seule surface qui soit isothermique d’une infinite 
de manieres. 
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LES COMPLEXES DE DROITES ET LES EQUATIONS AUX D^RIVtES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 


Elements fondamentaux d’un complexe de droites 

I. — Oil appelle complexe uu svsteme de oo* droites, c’est-a-dire 
line famille de droites dependant de trois paramctres. 

Soit A un point de Tespace ; toutes les droites (D) du complexe qui 
passent par ce point sont an iiombre de oo^, et constituent le cdtie dii 
complexe attach^ au point A : nous I’appellerons le cdne (K). 

Correlativement : soit un plan(P). toutes les droites (D) du complexe 
situ4es dans ce plan sont au nombre de oo^, et euveloppent line courbe 
(G) qui est la courbe da complexe assoeiee a (P). La taugente en tout 
point de cette courbe est une droite du complexe. 

Plus generalemeut nous appellerous courbe du complexe une 




courbe (C) doiit toutes les tangeiites appartieiinent au complexe. Coa- 
siderons sur une telle courbe uu point A, et le cdne du complexe (K) 
associd au point A. Ce cdne est tangent a la courbe (G). Une courbe 
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da coniple.re esf une courbe fanyeiitt^ en chacun de poinfs an 
cone da complete asaocie a ce pjoinf, 

Considerons ua plan (P), et un point A de ce [>lan : cherchons les 
droites du complexe situees dans le plan tP ) et passant par A. On pent 
les obtenir de deux manieres : Considerons d'abord le c6ne du com- 
plexe associe au point A ; les droites cherchees sont les j^eneratrices 
de ce cone situees dans le plan (P). Considerons, d’autre part, la 
courbe du complexe associee au plan (Pj : les droites cherchees sont 
aussi les tangentes issues de A a cette courbe. Cela pose, cherchons 
dans le plan P le lieu des points A tels que deux des droites du com- 
plexe situees dans le plan (P) et passant par A soient confoiidues ; les 
points A correspondants sont, d’apres ce qui precede, tels que le cdne 
du complexe correspondant soil tangent au plan (P) ; et doivent aussi 
etre sur la courbe du complexe. Les droites du complexe confondiies 
coincident avec la generatrice de contact du cone du complexe, et 
avec la tangente cila courbe du complexe. Ainsi la courbe du complexe 
situee dans an plan esf le lien des points de ce plan pour lesquels le 
cdne du complexe esf tangent au plan^ et la generatrice de contact 
en an tel point est la tangente a la courbe. La courbe du complexe 
est ainsi definie par points et par tangentes. 

Considerons maintenant une droite (D) du complexe : prenous sur 
cette droite un point A, et considerons le cone (K) du complexe associe 
au point A ; soit (P) le plan tangent a ce c6ne le 
long de la generatrice (D). A chaque point A de 
la droite correspond ainsi un plan (P). Conside- 
rons aussi la courbe (C) du complexe situee dans 
le plan (P), elle est tangente a la droite (D) preci- 
sement au point A, de sorte qu’a chaque plan (P) 
passant par la droite correspond un point de 
cette droite. II y a une correspondance homo- 
graphique entre les points et les plans dlane 
droite du complexe, 

Precisons la nature de cette homographie. Une 
droite quelconque est representee par deux equa- 
tions de la forme : 

(1) X = flZ-h/, Y = bZ + g, 

Pour qu’elle appartienne k un complexe, il faut et il suffit qu’il 
existe une relation entre les parametres a, b^J\ g ; soit : 

( 2 ) ? («, b, f, g) = o, 

Cherchons alors toutes les droites du complexe infinimeut voisines 
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cle la droite (i) et reacontraiit cette droite. L'ne telle droite est repre- 
seutee par les equations : 

(3) X = (a d* dciY^ d- (/ + dj), \ = (^ d- dbyZi -h (^/ + dg). 

Exprimons qii'^elle rencontre la droite ( i). Les equations : 

(4j Tida d- ^//‘=o, Zdb -f- dg = o, 

doivent avoir une solution commune eri Z,ce (|ui donne ia condition : 

(5) da.dg — db.df — o. 

Le point ddiitersection ^1 des deux droites infiniment voisines aura 
alors pour cote : 

(«) 

Si nous siipposons conuu le point M, les relations (4)? dans les- 
quelles Z estconnu, determinent les rapports des dilferentielles. Et le 
plan qui passe par les deux droites infiniment voisines (i) et (3) s’ob- 
tient en multipliant les equations (3) respectivement par db et — da^ 
et ajoulant. Car cela donne, en tenant compte de (5), rcquation d’un 
plan qui passe par la droite (i) : 

(7) (X (tZ —f)dh — (Y — 6Z — g)da = 0. 

L’equation de ce plan ne depend que du rapport^ . Nous en con- 

cl lions que toates les droites du cornplexe infiniment voisines de la 
droite (D) et rencontrant cette droite en un point M donne sont dans 
an m^me plan; et inversement toutes les droites du complexe infini- 
ment voisines de la droite (D), et situees dans un m^me plan passant 
par (D), rencontrenf cette droite aii meme point. Posons, pour 
abreg'er, 

( 8 ) _ 

Tequation (7) s'ecrit : 

(y) X - aZ \[Y ^bZ^g) = o. 

Montrons qu’il j a une relation homographique eiitre a et Z. II suffit, 
pour cela, de tij*er df., dg des equations (4) et de porter dans I’identite ; 

^ da + ^ db + %df + ^ dc, = o, 
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qui resultede la diflerentiatioii derequatioii du complexe (21. II vient : 


?a nf) 


da + 



o; 


et la relation d'homographie est, d'apres (8j, 


(lo) 




db 



O. 


Consideroiis, eu particiilier, le c6ne du complexe de sommet M ; la 
^eneratrice hifinimeiit voisiue est line droite du complexe, rencoii- 
ti'ant (D) eii M : le plan de ces deux droites est le plan tangent an 
cone du complexe, et nous retrouvons ThomogTaphie prec^demmeut 
definie. 

Soit encore uue courbe du complexe quelconque, taugente k la 
droite (D) au point A. Gonsiderons line tang’ente infiniment voisine de 
cette courbe ; a la limite cette tang^ente rencontre (D) au point A, et le 
plan de ces deux droites n'est autre que le plan osculateur a la courbe 
au point A ; done ce plan osculateur est associe au point A dans 
rhomographie pr^cedeiite. Ainsi ioutes les coiirbes du complexe^ tan- 
gentes a une droite (D) en iin m^me point A, ont mime plan oscala- 
tear en ce point : cest le plan tangent au cone du complexe associe 
an point k, 

Gonsiderons enlin une congruence de droites appartenant au com- 
plexe. Prenons dans cette congruence une droite (D), et sur cette 
droite un point focal A ; le point A appartient a une des nappes de la 
surface focale de la congruence. 11 appartient aussi a Tarete de 
rebroussemeiit d’une des dt^veloppables de la congruence ; et cette 
arete de rebroussemeiit, enveloppe de droites (D) appartenant au com- 
plexe, est une courbe du complexe. Son plan osculateur en A est le 
deuxieme plan focal de la congruence ; d’apres ce qui precede, toiites 
les congruences da complexe^ passant par la droite (D) et ay ant an 
foyer en A, ont mime second plan focal relatif d la droite (D); il y 
a coi'respondance homographique entre ce second plan focal et le 
point A. 


Surfaces du complexe 

2. — Clierchons si dans un complexe il y a des cougruepces ayaut 
une surface focale double. Sur une telle surface les aretes de 
rebroussement des developpables sont des lignes asymptotiques 
[Gh. VI, i I p. 127, ^ 2 p. i 33 ]; or ce sont des courbes du complexe. 
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II s’agit done de trouver des surfaces telles qu’une famille de lig-nes 
asymptotiques soit formee de courbes du complexe. Considerons uae 
telle asymptotique (G) et un de ses points A. Le plan osculateur k la 
courbe (^G) en A est le plan tangent aii edne (K) du complexe associe 
au point A, et ce plan osculateur est tangent a la surface Les sur- 
faces cherchees sont done tangentes en chacun de leurs points au 
edne du complexe associe a ce point. Reciproquement, soit (<I>) une 
telle surface ; considerons en chacun de ses points la generatrice de 
contact (D) du edne du complexe avec le plan tangent. II existe sur la 
surface ( 4 >) une famille de courbes (G), tangentes en chacun de leurs 
points a celle de ces droites (D) qui est ainsi associde a ce point [Gf. 
Gh. VI, p. 126]. Ges courbes (G) sont des courbes du complexe ; leur 
plan osculateur est le plan tangent au cone du complexe le long de la 
droite (D) ; e’est done le plan tangent a la surface (<^), et les courbes 
(^G) sont des asymptotiques de cette surface. 

De telles surfaces, tangentes en chaque point au edne du complexe 
ayant ce point pour sommet, sont appeldes surfaces da complexe. 

Gonsiderons les equations d'une droite du complexe : 

(1) x=as +/, y=:bs + gr ; 
g y sont lids par I’dq nation : 

(2) ?(a, 6,/, £f) = o. 

Transportons Torigine au point {x, ^ 1 ^ appelons X, Y, Z les 

uouvelles coordonndes. Alors X, Y, Z sont les coefficients de direction 
d’une droite qui passe au point x, 5 ; et les coefficients angulaires 
de cette droite etant : 



rdquation du edne du complexe associd au point (x, y, ir) est : 

/X Y X Y \ 

ou, en rendant homogdne, 

( 3 ) ^^(X, Y, Z, xZ — rX, yZ — zY) = o, 

II en resulte que les courbes du complexe sont definies par Inequa- 
tion differentielle^ homogene en dx, dy, dz, 

(4) 'F(dx, dy, dzy xdz — zdx, ydz — zdy) — o. 

On peut la cousiderer comme rdquation mdme du complexe puis- 
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qu'oii en deduit, eii remplacant dx. dij^ dz par X, Y, Z, Tequation 
g-enerale ( 3 ) des cones du complexe ; et qu'on remoiite ensuite a 
Teq nation (2) du complexe, eii faisaiit 

X = a, Y = Z?) Z = I , jc — as y — bs = g, 

Iiitroduisons mainlenant Tequation tang’entielle du c 6 ne du com- 
plexe : 

( 5 ) y{x, y, 5 , U, V, W) = o ; 

qiii exprime, par definition, que le plan 

L:x 4- VY 4 - WZ = o 


est tangent an cone (3). 

La condition pour qu'une surface z = y) soit tangente a ce 
cone en chacun de ses points, est que Fequation ( 5 ) soit verifice 
D^G "'G 

par U = — = /), V = ^= \V = — i \ les surfaces da complexe 
sont done defnies par Inequation aux derivees purtielles : 

(6) ylx, //, r, p, q, — i) = 0, 
qui est de la forme ; 

(7) y, z, p, q) = o. 

Nous obtenons une equation aux derivees partielles du premier 
ordre, qui represente le complexe, an point de vue tangentiel ; puis- 
qu’on en deduit immediatement I’equation tangentielle ( 5 ) du c6nedu 
complexe sous la foxme : 

( 8 ) = 

lavei'semeut, toute equation aux derivees partielles du premier 
ordre (7) exprime que le plan tangent a une surface int^grale est tan- 
gent au cone (8), associe au point de contact. Mais les generatrices de 
tous ces 00^ ednes remplissent en general tout Tespace, et ne forment 
un complexe qu’exceptionnellement. 

De mdme une equation de Monge quelconque, e’est-a-dire de la 
forme, homogene en dx^ dy^ ds^ 

(9) 

ne definit qu’exceptionnellement les courbes d’un complexe, car elle 
n’est pas, en general, rdductible a la forme (4). 
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Sur certaines equations aux d^riv^es partielles 

3. — Pour pouvoir mieux preciser ces cas d'exceptiou, rappelous 
qiielques notions esseutielles de la thcorie geometrique des equations 
aux derivees partielles du premier ordre, c’est-a-dire de la forme : 

(1) V(x, y, z, p, tj) = Q. 

Un element de contact integral est un element de contact dont les 
coordonnees {x^ ij^ s, /?, q) satisfont a I’equation donnee (i). 

Le cdne elementaire associe aii point {x^ r) est I’enveloppe des 
elements de contact integ'raux appurtenant a ce point; son equation 
tangentielle est^, avec les notations precMentes, Tequation : 

( 2 ) — = 

Tout element liiieaire forme d’un point et d’une g'eneratrice dii 
cone elementaire associe ace point s’appelle un dement lineaire inte- 
gral, Si dx^ dy^ ds sont les coefficients de direction d’une telle gene- 
ratrice, Teq nation qui caract^rise les elements lineaires int%raux 
s’obtient en clierchant Tequatioii ponctuelle du c6ne qui a pour equa- 
tion tangentielle I’equation ( 2 ); et en y I'empla^ant les coordonnes 
X, Y, Z par dx^ dy^ dz. Gela revient k eliminer p et q entire les equa- 
tions : 

(3) F(a;, y, z, p, q)z=o, dz —pdx — qdy = o, ^ = o, 

vp Tyq 

qui d^finissent Telement lineaire suivant lequel le cone elementaire de 
sommet (a?, y, r) touche Tel^ment de contact integral ix, y^ 5, /?, y). 
L’cquation obtenue est une Equation de Monge : 

(4) y ^ dx^ 'i dz^ O 5 

qui est dite associ^e k requation aux derivees partielles (i). 

Les courbes integrates sont les courbes dont tons les elements 
lineaires (points — tangentes) sont des Elements lineaii'es integraux. 
Elies sont definies par I’equation (4) . 

Inversement, toute equation de Monge (4) definit les courbes inte- 
grales d’une (Equation aux d^riv^es partielles, qu’on obtient en passant 
de Tequatiou ponctuelle ; 


( 5 ) 


G(a?, y, 5 , X, Y, Z) = 0 , 



LES COMPLEXES DE DROITES 


245 


a Tequatiou tang*entielle ( 2 ) correspondante, c'est-a-dire en elimiiiaiit 
dx^ di/, ds entre requation(4) etles equations : 


( 6 ) 


dG 


I « I 


qui Jefinissent les coefficients /?, q du plan tang*entau cone (5) le long 
de la gen erat rice : 


^_X_ A 

d,T dr/ dr * 

Si on fait intervenir le principe de diialite, on est conduit a consi- 
derer, sur chaque element de contact integral, en plus de Telement 
lineaire int^ral, une autre direction. Soit, en effet, A et (P) le point 
et le plan qui constituent Telement de contact integral [x^ 5, /), q ) ; 

au cdne elemental re (K), de sommet A, enveloppe des plans qui for- 
ment avec A des elements de contact integraux, correspond par dua- 
lity, la courbe (F), lieu des points M qui, associes au plan (P), donnent 
des elements de contact integraux ; a la generatrice de contact du c 6 ne 
elementaire (K) et du plan (P), intersection de ce plan et du plan tan- 
gent a (K) iiifinimeut voisin, correspond la tangente a (Fj en A, qui 
joint A au point infiniment voisin de (F). C’est la direction de cette 
tangente qui doit done intervenir ; nous appellerons Felement lineaire 
qu’elle definit avec A : VeUmeiit lineaire caracteristique de Felement 
de contact considere. 

Cherchons cet Element caracteristique. Soit (Ix^ 85) un depla- 
cement infinitesinal du point A; s’il definit Felement considere, F 61 e- 
ment de contact {x + So?, ^ ^ /?, q) est un element de 

contact integral, ce qui s’exprime par les conditions : 

F(:c 4 - Soj, y H- Sy, 5 + 85, /?, q) = o, ^z — phx — q^ = o. 

Dans la premiere, on doit negliger les infiniment petits d’ordre 
superieur ; et comme, par hypoth^se, F^quation (i) est vei'ifiee, il reste 
les equations : 

gs® +g-5^ +g-Sir = o, 8ir=/>8ir + 

qui donnent la direction cherchee. On pent les 4 crire : 

(7) + z’ S) ^ 

Nous sommes maintenant en mesure d ’exprimer analytiquement 
que F 4 quation aux d^riv^es parti elles (i) definit les surfaces d*un 
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complexe. II resulte, en efTet, du | i, que, dans ce cas, la courbe (F), 
qui est alors la courbe du complexe situ^e dans le plan (P), a pour 
tangente en A la g*eneratrice de contact du c6ne (K) avec ce plan. Done 
Felement lineaire integral et Fel^ment lineaire caracteristique de Fel^- 
ment de contact [A, (P)! sont alors confondus. D’apres les formules (3) 
et (7), on a done : 



pour tout systeme de nombres [x, y, r, /), y) verifiant F^quation (1). 
En d’autres termes, Fequation (8) est une consequence de Teq na- 
tion (i). 

Cette condition est suffisante, car elle entraine la coincidence, pour 
tout 616ment de contact integral, de Felement lineaire integral et de 
F616ment lineaire caraetdristique ; et nous allons montrer que cette 
coincidence exige que les c6nes Elemental res (K) soient les c6nes d’un 
complexe de droites. 

Reprenons, en effet, Fequation ponctuelle (5) des ednes (K). Un 
element de contact integral quelconque est forme d’un point A (x, y, 5), 
et du plan (P), tangent au c6ne (5), le long d’une quelconque de ses 
generatrices : celle^ci est d^finie par ses coefficients de direction 
X, Y, Z ; et les six quantites x^y^ z \ X, Y, Z verifient Fequation (5). 

Un element de contact integral, infiniment voisin, est ddfini, de 
mdme, par les six quantites x 4* So?, y + ^y, z + 85 ; X + 8X, 
Y + SY, Z + 8Z ; et les six differentielles 85?, 8^, 8^ ; 8X, 8Y, 8Z sont 
liees par 8G = o, e’est-k-dire : 


/ \ ■ ^ f rs I d^G , D-G I ^G I ^G psy 


Si la direction 8a?, 8^, 8s est celle de FeUment lineaire caracteristi- 
que du premier element de contact, elle est paralieie au plan (P), ce 
qui donne : 


(lo) 


aG 5 5 , d-G cj 


et, de plus, la direction X + 8X, Y + 8Y, Z + 8Z de la nouvelle 
generatrice de contact est encore dans le plan (P), de sorte que SX, 
8Y, 8Z est aussi une direction de ce plan. On a done egalement : 
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Ea comparaat a I’equatioa (9), on en conclut : 




— ox -{ 4- 



0. 


Les equations (lo) et (ii) definissent done Telement lineaire carac- 
teristique. Si on exprime, des lors, que sa direction est pr^cisement 
X, Y, Z, on deduit de (lo) Tequation : 




qui n’est autre que ( 5 ), en vertu du theortoe d’Euler sur les fonctions 
homog^nes ; et on tire de (i i) la condition cherchee : 


(IP.) 



-h Y^ + Z 




o. 


Nous avons done a exprimer que Tequation (12) est une consequence 
de requation ( 5 ). Nous prendrons celle-ci, a cet efFet, sous la forme 
r^solue : 

03 -r(y, 5,^, 2) = °’ 


et nous y ferons le changement de variable : 


y = 0) + 


Z 


Y X Y 

de sorte que I sera une fonction de ^ y — ^5, de 5, de^ ©t de^ , 
L’ equation ( 5 ) s’^crira ainsi : 

(i 3 ) o = Gsi» — |),aveco) 

et la condition (12) deviendra : 

X — — Z (— + =0, 

3 &) \ 2t Tyoi ) 

e’est-k-dire ; 


^_X 

7>S Z 


Cette equation doit etre une cons 4 quence de (i 3 ); mais, comme 
elle ne contient pas cela exig'e qu’elle soit une identite. On en con- 
clut done, en int^rant, 


X 


X Y 
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L'equatioii (i 3 ) des cones (K) estdonc : 


. 7 ? 




Y 


X 

z ’ 



et, d’apivs les calculs du § 2, c’est Tequation ^enerale des cones du 
complexe : 

/= 'Hf/- n, b). 

Nous pouvons done conclure que les equations aux derivees par- 
tielles dont les surfaces iniegrales sonf les surfaces d'nn complexe 
sont caracterisees par la coincidence de r element lineaire integral 
et de V element lineaire caracteristiqiie de chaciin de lears elements 
de contact integraux, Ce sont les ec/iiations 


(i) ¥{x, y, r, p,q) = o 

qiii entrainent comme consequence algebrique^ V equation 


( 8 ) 


OF /oF 


OF /OF 


wx / trx , \ , vx I I 


0F> 


0/} \o.r 


or/ or/ Vo// 


Les caracteristiques et les surfaces du complexe 


4. — L’int%ration des equations aux derivees partielles du premier 
ordre : 

(0 p< q) = o, 

et des Equations de Mong*e 

(2) G{x, g, s, dx, dy, dz) = o _ 
r^sulte des considerations suivantes : 

On appelle bande integraleian lieu d’cl^ments de contact, apparte- 
nant a line mSme courbe (points — plans tang’ents), et qui sont tons 
des elements de contact int^graux. G’est done un ensemble de 00^ ele- 
ments de contact, satisfaisant aux equations : 

( 3 ) F(.r, 5,/?, y) = 0, ds — pdx — qdy =0. 


Si on prend une courbe quelconque, et si, parchacune de ses taii- 
g’entes on mene un plan tang'ent au c 6 ne 61 (imentaire 
associe au point de contact, on obtient une bande 
int^g-rale. Par une courbe quelconque passent done, 
si Teq nation ( 3 ) est alg’dbrique en jo, un nombre 
limite de bandes integrales. Ce nombre se r^duit 
d’une unite dans le cas oii la courbe est une courbe 
inleg'rale. 

Imaginons une surface integrale (S). Toute courbe 
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trac^e sur cette surface fo limit une bande inte^rale, forniee des ele- 
ments de contact communs a la courbe et a la surface. Parmi elles» 
nous allons chercher celles qiii ont pour support des courbes integ*ra- 
les. En chaque point A de la surface (S), le cone el^mentaire (K) touche 
le plan tani>ent (P) a la surface suivant Telement lineaire integral de 
1 element de contact iiiteg'ral [A, (P)] : il s*ag-jt done de troiiver les 
courbes de (S), qui, eu chacun de leurs points A, ont pour element 
lineaire 1 Element lineaire integ'ral ainsi defini. D’apres les equations 

(3) du paraji’Taphe precedent, cela revient a intej^Ter Tequation diffe- 
reutielle : 

(4) 

^ ^ ' 

Zq 

ou on doit supposer r, /). q remplaces, en fonction de .r et y, au 
moyen de Tequation 

(5) ' r == y) 

de la surface (S). Cette equation (4) est ainsi une equation difleren- 
tielle oi'dinaire ; et, par chaque point de (S) passe une courbe inte- 
g-rale, et, eng*eneral, unese.ule, situee sur (S) : la surface (S) est done 
engendr^e par ces courbes (G). 

Considerons, maintenant, la bande integrate circonscrite h la surface 
le long d’une de ces courbes (C). Les elements satisfont deja aux 
equations (3; du paragraphe precedent, que nous ecrirons, en intro- 
duisant une variable auxiliaire 0 , 

( 6 ) s, p, q)^o, dy=.^^d^, 

Ils satislonl de plus aux equations : 

(l) dp = rclx + sdy, dq = ndx -f tdy^ 

ou r, R, i sont les d^rivees secondes de la fonction ( 5 ). Or, cette fonc- 
tion satisfaisant identiquement a Tequation (i), on en deduit, par 
differentiation. 


. ,dF , 


?F , ^F , 

CT f- .9 b / O. 

'Dr Do ' isq 


Et, en tenant compte des equations ( 6 ) et ( 7 ), ces equations donnent : 
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II resulte de la que les elements de contact de touts surface inte^ 
grale se repartissent en oc ^ bandes qui font partis des oo^ bandes 
definies par les equations (6) el (8). Ces cc^ bandes s'appellent les 
bandes caracteristiques de V equation aux derivees pariielles {i), 
Les courbes qui leur servent de support en sont les coiirbes caracte- 
ristiques^ ou, simplement, les caracteristiques* 

Les bandes caracteristiques dependent bien de trois canstantes arbi- 
tral res. En efl'et, les Equations differentielles : 

( 9 ) {p% + 

se r^duisent a quatre, si on climine Elies entrainent, de plus, la 
combinaison : 


(lo) 0=1 d¥ = ^ dx + ^ dy dz + 
' Zx Zy ^ Zz 




et reciproquement, si cette combinaison rfF = o est verifiee, ces equa- 
tions (9) se r^duisent a trois. Si done on tient compte de Tequation : 

(i") Y{a:,y,z,p,q') = o, 

en en tirant, par exemple, y, et en portant dans les equations (9), il 
resteun syst^jme de trois equations differentielles du premier ordre en 
y, 5, jD, dont Tinteg'^ale generale depend bien de trois constantes 
arbitraires. 

Supposons, aucontraire, quenous integrions le svsteme(9), tel quel.’ 
Nous obtiendrons des fonctions de 6. 


(n) X(i,ya, Zo,Pa,qo)^ = "0 (9 ;-iCo, i/o, 5 o, /Jo, 70), 

5 = ^9 ; aso, yo, Zo, pn, q^), 

(12) /) = ®(9 ; a;o, y^, Zo, /Jo, 70), • q =x(® ! -^o, /Jo, ^o), 

qui, pour 9 = o, par exemple, se reduiront respectivement aux valeurs 
initiales Xq, -ffo, /?o, Elies auront pour consequence Tequation 
(lo), e’est-^-dire : 

(1 3 ) y, z, p, q) = F(a;o, 5o, /Jo, ?o) ; 

de sorte qu’elles definiront une bande caracteristique, pourvu que 
reiement de contact initial (j?o, / 5 o, ^o) qui y fig-ure soit un 

element cle contact integral. 

Done, par tout element de contact integral passe une bande carac- 
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terisfique ef une seule. Et, par suite, ane surface integrale qux con- 
iient iin element de contact integral contient toute la bande carac- 
teristiqiie qai a cet element pour element initiaL 

Nous sommes ainsi en mesure d’effectuer la construction de toutes 
les surfaces inte^rales ; car, si on se donne, sur une surface integrale 
qiielconqae, une bande integrale quelconqiie ^ qui ne soit pas une 
bande caracteristiqiie^ cetfe surface est engendree par les bandes 
caracteristiques qui ont.pour Hementsiniiianx^ les divers dements 
de cette bande. Cela resulte de ce qui precede , 

Reciproquement : les bandes caracteristiques qui ont^ pour ele- 
ments initiaux, les dements dune bande integrale quelconque^ 
engendrent une surface integrale. 

Supposons, en effet, que nous remplacions, dans les equations (i i) 
et (12), les constantes j^o, po, ^0 fonctions 

(1 4 ) x = x^{u), y = y^{ii), 5 = 5o(w), p = pIu), q = q^{ii), 

qui definissent, au moyen du parametre w, la bande integrale donn6e. 
A cause de I’identite (i 3 ), tous les 61 <^ments de contact obtenus sont 
int^graux; et les equations (ii) definissent, en fonction des parame- 
tres 6 et une surface. Pour prouver que c’est bien la surface annon- 
cee, il suffit de verifier qu’elle a, pour elements de contact, les ele- 
ments (i i) et (12) ; c’est-^-dire que, si on d6signe par rf et B les diffe- 
rentiations relatives a 6 et «, respect! vement, les fonctions (ii), (12) 
de 6 et u satisfont aux deux identit^s : 

(1 5 ) D ^ ds — pdx — qdg — o, A ^ 85 — p^x — qlg — o. 

En ce qui concerne la premiere, elle resulte des equations (9). La 
seconde est une consequence de Tidentite : 

rfA — 8D = — dp.lx — dq^y + dx.hp + dylq. 

- En tenant compte des Equations (9), le second membre clevient, en 
effet, 

8 F — ^ (Sr - pix — qZy)d^ ^ 8F — A ^ 


Les elements (ii), (12) etant tous int^graux, oF est mil. II reste 
done, puisque la premiere condition (i 5 ) est realisee, 


(16) 


c/8 “ 


aF 


II faut supposer que, dans le facteur— , les variables sont rempla- 
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ceespar les fonctioris (ii) et (12). On a ainsi uiie equation en A, de la 
forme ; 


(17) 




Or A s’annule pour 6 = 0, puisque les Mements initiaux 04 ) foi'- 
mentune bande d’elements ; et une telle equation (17) n’admet pas de 
solution, autre que la solution A ^ o, qui s’annule pour 0 = o. Done 
la seconde condition (i 5 ) est bien v6rifiee, quels que soient 0 et a. 

En resume, par une bnnde integrale passe ^ en general^ une sur- 
face integrale et une seule, 

Les bnndes integrates qui font exception sont les bandes caracte- 
ristiques. Par une bande caracteristique passent une infinite de sur- 
faces integrates^ qui se rnccordent tout le long de la caracteristique 
servant de support a la bande . 

Si nous revenons maintenant au cas particulier oii I’equation (i) 
est celle qui definit les surfaces d’un complexe, nous voyons, en com- 
parant I’analyse precedente avec celle du | 2, que, les courbes integ'ra- 
les etant les courbes du complexe, les caracteristiques situees sur une 
surface integrale constituent la famille de oc^ courbes du complexe 
qui sont les lignes asymptotiques de cette surface. La condition pour 
qu’il en soit ainsi est que les equations (6) et (8) aient pour conse- 
quence : 

dpdx 4* dqdy = o, 

e’est-a-dire que Tequation (i) ait elle-m^me pour consequence : 


, Z^F \ aF 
*i-p ^ Tys ) ^q 



C’est Tequation (8) du | 3 . Nous pouvons done, d’apr^s les resultats 
de ce I 3 , conclure que les equations aux derioies partielles du pre-^ 
mier ordre pour lesquelles les caracteristiques sunt des lignes asymp^ 
totiqiies des surfaces int^grales^ sont (si on excepte les equations 
lineaires)^ les equations dont les ednes elementaires sont les ednes 
des complexes de droites. 

Remarque i, — Si C Equation (i) est lineaire en /), y, le c6ne ele- 
mentaire se r6duit a une droite ; les courbes caract<§ristique$ sont d6fi- 
nies, independamment des bandes caracteristiques, par les equations, 
en X, y, 5, 


dx 

W 

Ip 


dy 


ds 


dF of , OF 
Oy ^0/) ^ Og 
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II n’v a plus que cc- courbes caracteristiques, qiioiqii'il v ait tou- 
jours oc® baiides caracteristiques, dont chacuiie est detinie par iiue 
caractcu'istique et uiie caracteristique infiniment voisine. 

Les surfaces iutegrales sont celles qui sont eiigen drees par cx^ carac- 
teristiques. Les caracteristiques soiit asvmptotiques pour toutes les 
surfaces integrales dans le casou elles sout des droites, et dans ce cas 
seulement. 

Remarque 2. — Si le c 6 ue du complexe se reduit a iin plan, le 
complexe est appele uii complexe lineaire. Le cone n’a alors pas 
d’equation taiijjcentielle, et la theoide prccedeiite ne s’applique plus. 

Le cas des complexes lineaires sera etiidic clans le chapiti'e suivaut. 


Propri^tes geom6triques des caracteristiques 


5 . — Nous ecarterons, dans ce qui suit, les equations lineaires. 
CoDsid 6 rons un element de contact (j?, y, 5, q) d’une baude carac- 
teristique ; et Felement infiniment voisin ; P intersection des plans de 
ces deux elements est definie par les deux equations : 

Z—s—p{X — x) — qQL^y)=io, (X — x)dp + (Y — y)c/y=o. 

La seconde resulte, eu eifet, de la difFerentiation de la premiere, eu 
tenant compte de : 


dz — pdx — qdij = o. 


Si on compare aux Equations (7) du eu tenant compte des equa- 
tions (8), § 4j des bandes caracteristiques, on voit que V iiiterseciioii 
du plan d\in elemeni de contact d une bands caracteristique avec 
celui de V Hetnent infiniment voisin en est V element lineaire caracte- 
ristique. De la le nom que nous avions donne a cet element lineaire 
[Gf. Gh. YII, 14 , p. 170]. 

Cette propriete suffit a d4fnir les bandes caracteristiques^ par mi 
celles qui ont une courbe integrals comme support, sauf dans le cas 
oil r equation aux derivees part ie lies est cells des surfaces dun com- 
plexe de droites. Car des equations : 


dx = — d^, %= — #J, 
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on coQclut, eii portant clans dF = o. 




c’est-a-clire db = rfr, si on excUit le c.as reserve. Les ecjuations prece- 
dentes sont, des lors, celles cjui definissent les handes caracteristiques 
de Teq nation : 

(i) \\x, y, (i) = o. 


On voit que, dans tons les cas, Telemeiit lineaire integral eL Tele- 
mentlineaire cai'acteristiqiie d’un element de contact (integral) d’une 
surface integrale out, sur cette surface, des dii’ections conjuguees. Ces 
directions sont confondues dans le cas des surfaces crun complexe, ce 
qui correspond bien an fait que les caracteristiques sont, alors, des 
asjmptoliques des surfaces integrales. 

Quant dL\xxcourbes caracterisiiqaes d'une surface integrale, leur 
propriete fondamentale est que, en excluanl les solutions singulieres, 
pour que oo^ caracteristiques enqendrent line surface integrate^ il 
faut et il siiffit que chacune d'elles rencontre la caracterislique 
infiniment voisine, 

Les resiiltats oblenus, au paragi’aphe precedent, sur la generation 
des surfaces integrales par les caractei'istiques (ii) peiivent, en etfet, 
s’enoiicer ainsi : pour qu’une famille de cjo^ courbes (ii) engenclre 
line surface integrale, il faut et il suffit que Ton prenne pour y^^ 
yo des fonctions d’un parametre «, telles que Ton ait k la fois : 


(2) F{Xq, yo, 5 o, Po, qo) = 0, 

( 3 ) osc — p(y^xo — yd ^yo = 0. 


La premiere doit etre supposee I'ealisee, si les equations (i i) repre- 
sentent les 00^ caracteristiques de Tequation (i). Nous allons voir que 
la seconde exprime que deux caracteristiques infiniment voisines se 
rencontrent. 

Gherchons, en effet, a expx-imer qu il en est ainsi- Gontinuons a 
designer par c/ et S les differentiations relatives a 0 et k w. Nous 
devrons exprimer qu’il y a compatibilite entre les equations (i i) et les 
equations qu'on en deduit en les diflerentiant, dans Thypothese ou 
jc, y, 5 sont constants ; ce sont : 


(« 


i‘* + 



fs6+5? = <.. 


^«8 + S,_o, 
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Comme elles iie coiitieniieiit pas .r, ijy s, il suFfit trelimiiier, eiitre 
ces equations, 0 et o9. Or, en remarquant que Ton a, identiquement, 


d’; d' 

dH db 





on conclut, des equations (4), la comblnaison : 

(Oj 6^5 — moi — ^OYj = 0. 

Pour 9=0, celle-ci se reduit a (3 ), qiii en estdonc luie consequence. 
Et on a vu, au parag-raphe precMent, que, si (3) a lieu, (5) est verifiee, 
quel que soit 6. Done, en excluant des solutions sing'ulieres possibles, 

dues a la presence du facteur — dans la formule fondamentale (iG), 

nous concluons que la combinaison (5) des equations (4) est equiva- 
lente a T^quation (3), qui ne contient ni 9, ni 89. Gelle-ci resulte done 
de relimination de 6 et de 89 entre les equations (4). Elle exprime 
done bien la condition d’intersection de deux caracteristiques infini- 
ment voisines. 

Nousvoyons de plus que cette equation de condition (3) estlineaire 
et homog*^ne par rapport aux differentielles des constantes arbi- 
traires qui figureut dans les equations g‘6nerales des caracteristiques. 
On peut suppose!*, sans alterer ce caractere, que les equations des 
caracteristiques soient mises sous la forme : 

(6) P(a!, 5 ; a, V) = 0 , Q(a:, y, s ; a, p, y) = o ; 

car ajj, Po> s’exprimeroat en a, p, y au moyen des Equations : 


^(•^0) Hii ^0 } y) — ® j 

ap 

DP_ 

^Uo 



Q(^ 0 , ya, So : a, y) = o» 

02. 

^Xo 

^yo 

evO 

^50 

= 0 

F(a;o,yo, s^, p^, qo)=o, 

Po 

qo 

I 



seront des formes lineaires homogfenes en 6x, Sp, 8y, 
dont les coefficients seront fonctions de a, p, y ; et la condition (3) 
deviendra une equation de Pfaffen a, p, y : 


(7) 


A(a, p, y)8a + B(*, p, y)8p + C(x, p, y)8y = 0 . 
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Integrales completes 

On retro uve ce resultat, et sa reciproqiie, par la consideration des 
integrales completes. On appelle intec/rale complete de Tequatioii (i) 
toute famille de oc® surfaces integrales : 


(8) y, r; a, = o, 

sous la reserve que tout element de contact integral appartienne a 
rune des surfaces de la famille. Le mode de generation des surfaces 
integrales, obtenu precedemment, prouve Texisteiice d’uiie infinite 
d’integrales completes, pour toute equation (i) non lineaire. 

Soit (S) une surface integrate quelconque, non comprise dans I’inte- 
grale complete (8) ; et une bande integrate de cette surface. Ghaque 
element de contact (E) de cette bande appartient a une des surfaces (8) 
et a Line seule. On definit ainsi oo^ surfaces (8), dont chacune a en 
commun avec (S) une bande caracteidstique, celle qui est definie par 
reiement initial (Ej ; car cette bande caracteristique est toute entiere 
sur (S), et sur la surface (8) consideree. Done toute surface integrale 
est Venoeloppe de oo^ surfaces<,faisant partie de V integrale complete. 

Reciproquement^ toute enveloppe de oo* surfaces (8) a pour elements 
de contact des elements de ces surfaces, e’est-a-dire des elements de 
contact integraux. C’est done une surface integrate. 

De plus, puisqu’on obtient ainsi toutes les surfaces integrales, les 
caracUristiques sonl les courbes d intersection des diverses surfaces 
deV integrale compute^ avec une surface infinimentvoisine quelcon- 
que. 

Une surface integrale quelconque est done definie par deux equa- 
tions de la forme : 

(9) ^)=o, o = 5H^g8x+^8f). 

on a et p sont lies par une relation arbitraire, ^ = cp(a). 

Et les caracteristiques situees sur cette surface sont definies par les 
memes equations, pour les diverses valeurs de a. 

L’ensemble des caracteristiques est represente par les equations ; 

(10) H(ar, 2^ ; a, jS) = o, 

avec les trois constantes arbitraires a, jS, y. 

La condition d’intersection d’une caracteristique (lo) et d’une carac- 
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teristique infiniment voisine s'obtieat en ^liminant y, s entre les 
Equations (10) et les equations : 


-8* + -6 ^=o, 


' /»H , 




) = o; 


Da 

ce qui donne : 

(ii) Bs — Yoa==o. 

C’est bien une equation de Pfaff ; et elle exprime que : 


= ?(«)» v = ?'W* 

On retro uve done la condition que doivent remplir a, y pour que 
les caracteristiques (10) soient eelles qui eng^endrent une surface int6- 
grale. 

Les r^sultats precedents sont done bien, ainsi, demontres de nou- 
veau. 

Etudions, de plus, la reciproque. Remarquons d’abord que fouie 
equation de Pfaff, 

(12) ASa -h BSp + G 5 y= o. 


peuty par un ohangement de variables^ se ramener b la forme inte- 
grable 8a = q, oa h la forme (i i), Bp — y8a= 0. 

Posons, en effet, dans (12), 


t: *o)> 

ttj 6tant une coustante arbitraire; et ij/ 6tant arbitrairement choisi. 
Nous obtiendrons une Equation differentielle en oc et y, dont I’intfigrale 
^enerale sera de la forme : 


= z(“' Y ; s)> 

Po ddsignant une nouvelle constants arbitraire. Nous determinons 
ainsi, par les equations (i 3 ), (i4), 00^ courbes integ-rales deT^quation 
de Pfajff. 

Cela pose, faisons, dans (12;, le changement de variables, d^fini par 
les lormules (i 3 ) et (i4), en y consid 4 rant ao, po comme des variables 
nouvelles, et en tirant a et p. On peut toujours supposer, la fonc- 
tion ^ 4 tant arbitraire, que cette resolution est possible. II viendra une 
Equation de Pfafl: en ag, y, qui,devant 4 tre v 4 rifi 4 e pour des valeurs 
constantes quelconques de et p^, e’est-^-dire, pour Sa^ = 8^5 = o 
se rdduira k la forme ; 


AjjSao + B(j8Po z=: 0, 

ou : 

— Yo(<^o» Po9 = 0- 


Vessiot 


*7 



^5$ 


CHAPITEE IX 


Si alors ne depend pas de y, il reste une Equation du premier 
ordre en et seals, qui s'ecrit oa^ =55 0, si son int<§grale g*enerale 
est : 

(1 5 ) aj = M(a„, s N(a, y) (a, = coast,). 

Si, au contraire, la fonction yo depend de y, on la prendra comme 
nouvelle variable, k la place de y, et T^quation de Pfaff sera ramenee 
^ la forme : 

(16) 6&y — yo^“o = 

‘Dans ce cas, la solution gen^rale de (12) est : 

f>o = ?(«o). Y« = ?'(“o) : 

iln’yadonc pas de surface satisfaisaut a T^quation. 

Au contraire, dans le cas precedent, Tequation (12) t^quivaut a : 

N(a, y) const,, 

qui definit une famille de surfaces, satisfaisaut a requation, aiasi que 
toute courbe trac^e sur une de ces surfaces. On dit que, dans ce cas, 
r^uation de Pfaff est inte^rable. 

Cela pos6, supposons un complexe de courbes (6), tel que la condi- 
tion d’interseclion de deux courbes infiniment voisines soit de la 
forme de Pfaff* (7); et supposons cette equation non integrable. On 
pourra supposer qu’on a fait un chang’ement pr 61 iminaire de para- 
metres, tel que cette relation soit r^duite k la forme canouique (it): 

(ll) Sp-^y3a = o. 

Nous pouvons, de plus, supposer les equations du complexe de 
courbes rksolues sous la forme : 

(17) . z — K(oc, y I X, y= L(j 2, y; a, ^); 

sans quoi, en tirant y de Tune des Equations (6) et portant dans 
Tautre, il resterait une relation iud^pendante des coordonnees x, y, z. 

Exprimons que la courbe (17) rencontre la courbe infiniment voi- 
sine ,* il faut kliminer a; et y entre ; 

y = L(aj,y; a,^), g8a+£^8p = o, 8y = g 8a + Sp. • 

Pour que cela reproduise Tequatiou (i i), il faut et il suiffit que Ton 
ait, identiquement : 
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de sorte que les equations (17) s'ecrivent : 


= K(j:, y ; x, p), 


-L ■'r O . 

Da ^ ‘ D^ 


Pour prouver qu’elles representent uue famille de caracteristiques, 
il suffit, des lors, de prouver qu’il existe une Equation aux deriv 4 es 
partieiles, et une seule, avaut pour int^rale complete : 

(19) s = K{x,y,o.,^)-, 

puisque les equations (10) devienueut les equations (18), si on y rem- 
place H par (5 — K) . 

Or les fonclions (19) de j? et ^ satisfont aux Equations : 


et entre (19) et (20) on peut eliminer a et jS, ce qui doiine bieu une 
equation de la forme (i) : 

(i) ?(x,y,z,p,q) = o. 

II faut, toutefois, verifier que cette Elimination ,ne pent donner 

dK dK 

qu’une Equation, c’est^ii-dire que » considErEs comme fonc- 

tions de a, S, iie sont lies que par une seule relation* S'il ea Etait 
autrement, les determinants fonctionuels : 

D^K dK. D^K. dK D^K DK. D^fC dK 
DojDk ^ Da?Dp D« ’ DyD« D« 

seraient identiquement nuls tous deax. On aurait done des identites 
simultauEes : 


DK . dk_ . r -u T _ 

Da ’ Dp DajDa DojDJB D^« 

En diffErentiant la premiere en cn et et comparant aux deux 
dLi dL ' 

autres, on conclut^^^ =0. Mais, alors, la seconde Equation (18), 

qui est L = y, ue contiendrait pas j: et y, ce qui est impossible. 

Nous concluons done que pour qiian complexe de courbes soit 
forme des oo^ caracteristiques (Tune mime equation aux dirioees 
partieiles da premier ordre, il faut et il suffit que la condition d in- 
tersection de deux courbes da complexes infiniment voisines, s' ex- 
prime par une equation de Pfujf^ non integrable^ entre lestrois para- 
metres dont dependent ces 00® courbes. 
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Determination des courbes integrales 


6. — li nous reste k monlrer comment Tintegration de Tequation de 
Monge : 

(2) G(x, y, z, dx, dy, dz) = 0, 

associee, comme on I’a vu au| 3, k Teq nation aux dkrivees partielles : 
(i) F{x,y,z,p,q) — o, 

c’est-k-dire la determination des courbes int^grales de cette equation, 
resulte des considerations precedentes. 

Or toute courbe integrale Jest Tenveloppe des caracteristiques 
definies par les elements de contact initiaux qu^on obtient en associant 
a chaque point M de la courbe integrale le plan tangent mene au cdne 
eiementaire (K), de sommet M, par la generaLrice de ce c6ne qui est 
tangente en M a la courbe. Et ces caracteristiques, ayant une enve- 
loppe, engendrent une surface integrale, puisque chacune d^elles ren- 
contre la caracteristique infiniment voisine. 

Reciproquement, toute famille de caracteristiques engendrant une 
surface integrale, a, puisque chacune d’elles rencontre la caracteristique 
infiniment voisine, une enveloppe ; et cette courbe enveloppe est une 
courbe integrate, puisque tout element lineaire d’une caracteristique 
est un element linkaire integral. 

On obtient done toutes les courbes integrates en cherchant la sur- 
face integrale Iaplu$g4n4rale^ et^ surcelle-ci^ I' enveloppe des carac- 
teristiques qui V engendrent. 

Le resultat se presente sous une forme explicite, si on se donne une 
integrate complete : 

(3) i/,s; a., z=o. 

Une surface integrate quelconque est definie paries caracteristiques : 


(4) U = 0, + (|3=<?(a)); 

et I’enveloppe de ces caracteristiques est definie par les trois equa- 
tions : 


(5) H = 0, 




29(a) 


+ <?'(*) 5p = o, 


ou p doit etre remplace par la fonction arbitraire 9(a). 
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Remarque, — Sur une surface integrate, il y a done uue seule 
courbe int^grale qui n’est pas une caracteristique ; et e’est Tenveloppe 
des caracteristiques Les surfaces int^grales d’une m^me equation aux 
d6rivees partielles ont done une analogic remarquable avec les sur- 
faces developpables : les caracteristiques jouent le role des g^nera- 
tx'ices ; et la courbe int^rale non caracteristique joue le role d’arete de 
rebroussement. Cette analogic devient une identite dans le cas parti- 
culier qui fait Tobjet du paragraphe suivant. 


Complexes speciaux 

7. — Nous dirons qu’un complexe est special quand Thoinograpbie 
quiexiste entre les points etles plans d’une droite du complexe est sp6- 
ciale. A un element d’un systeme correspond toujours le m^me 
Element dans le systeme associ^, sauf pour un seul 41 ^ment du 
premier systeme, dont le correspondant est indetermin^. L’equation 
de rhomographie relative au complexe : 

(i) ?(«, b, = o 

etaiit[| I, equ. (10)] ; 

la condition pour que cette homographie soit sp6ciale est : 

^ ^ ^.?^= 0 . 

^ ' Ti-a ' lyg <yb ' tif 

Le complexe (i) sera done special si cette Equation (2) est une conse- 
quence de requation(i). 

Le complexe des droites tangentes d une surface donne un exam- 
ple de complexe special. Considerons, en effet, une congruence de ce 
complexe ; les developpables de la congruence sont circonscrites h. la 
surface, Tun des plans focaux est done independant de la congruence 
que Ton considere. Meme resultat si on considere le complexe des 
droites rencontrant une courbe donn^e. On obtient done ainsi des 
complexes speciaux. Nous allons montrer qu’il n’y en a pas d’autres. 
Prenons, en effet, requation d’un complexe sous la forme : 


f = ff — b, /) = o'; 
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la condition (2) s’^crira : 


( 3 ) 


zb ' Zf 


Cette relation ne conlient plus elle doit done 6tre une identity par 
rapport k a, 6, f. 

Consid^rons alors une droite (D) du complexe, et les droites inJfini- 
ment voisines qui la rencontrent ; nous avons obtenu la condition 
d’ intersection i, 4 qu, ( 5 j] ; qui s'6crit ici : 

da.dW — db.df = o, 

ou. : 

db.df _ rfa (g + g ^ rf/) = 0. 


Rempla^ons ^ par sa valeur tir^e de ( 3 ), il vient : 


zb Zf Zb 


da.db 


— ^da.df + db.df = 


o, 


ou : 

(4) da — df^ da — db^ = o. 

Supposons, par exemple, que ce soit le premier facteur qui s’annule. 
Le point de rencontre de la droite (D) avec les droites infiniment 
voisines correspondantes est donne [| i, equ. (6)], par : 


( 5 ) 


da Zb ^ 


de sorte que toutes les droites. consider^es coupeut (D) au m^me 
point F : 

( 6 ) x^Qs+f, y = bz + '^, 5 = — 11 . 

Dififerentions ces formulas ; 

dco ~ adz + zda + df dy — bds + zdb + (M., 
d*ou, en remplagant z par sa valeur : 

dtt — adz ~ — ^ da + rf/*, da — bdz = ^ ^ df. 

zb ^ Za Zf 

On en conclut, en eliminant df et tenant compte de la relation ( 3 ) : 

(7) -7-^ (ate — adz) + dy — bdz= o. 
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Les differeutielles rfj?, dy^ ds sont done li 4 es par une relation lineaire 
et homog^ene ; les fonctions s sont, par suite, liees au moins par 
une relation. 

S’il n’y a qu’une relation, le lieu des points F est une surface, et 
r^quation (7), qui deficit les deplacements infiniment petits tangents, 
montre que la droite (D) est tangente a cette surface. S’il y a deux 
relations, le lieu des points F est une courbe et toute droite (D) ren- 
contre cette courbe, puisque chaque point F est sur une des droi- 
tes (D). Les deux seuls cas possibles, pour les complexes speciaux, 
sont done bien les cas indiques. 

Remarque /. — Dans I’equation ( 4 ) nous avons, jusqu’k present, 
considere le seul facteur da — Annulant I’autre facteur : 

db 

da D/ ’ 

nous aurions alors des droites du complexe qui, d’apres T^qua- 
tion (7) du I I, seraient toutes situees dans un meme plan avec (D). 
Ce plan 

(X-«Z-/)|^_(Y-iZ-^) = o 

serait le plan singulier de rhomographie ; et, d’apres I’equation (7), 
il est tangent au lieu des points F. On voit ainsi qu’en prenant Tun ou 
Tautre des facteiirs, on definit le meme lieu par points et par plans 
tangents. 

Remarque 2, — Si Tequation du complexe ne contient ni f ni 
e’est une relation entre les coefficients de direction de la droite (D) ; 
on a le complexe des droites rencontrant une mdme courbe a Tinfini. 

Remarque 3 , — Le calcul pr^c^dent peut s’interprdter dans le cas 
d’un complexe quelconque. L’6quation (2), qui n’est plus alors cons^ 
quence de Tequation du complexe, jointe k cette Equation du complexe, 
definit la congruence des droites du complexe sur lesquelles Thomo- 
graphie est speciale. Ce sont les droites singali^res du complexe. 
Alors toutes les surfaces reglees da complexe passant par une droite 
singuliere ont mime plan tangent au point F de cette droite defini 
precedemment, ce plan tangent etant parallele au plan : 

— ^(x — as) + — bs — o. 

Si le lieu des points singuliers est une surface, Tkquation (7) montre 
que cette surface est aussi Tenveloppe des plans singuliers, et les 
droites singulikres lui sont tangentes. La surface des singalarites est 



204 


CHAPITRE IX 


une des nappes de la surface focale de la congruence des droites 
singulieres ; les points et les plans singuliers sont des ^l^ments 
focaux de cette congruence^ non associes entre enx. Si le lieu des 
points singuliers est une courbe, les plans singuliers sont^ 
d’apr^s (7), tangents a cette courbe^ qui est une courbe focale de la 
congruence des droites singulieres . 

Remarque — Considerons ea particulier le cas des complexes du 
second degre. En un point quelconque, le plan associe est tang*ent au 
e6ne du complexe; il est unique et bien'd6termin6. 11 ne peut y avoir 
ind4termination que si le cone du complexe associ4 k co point se 
decompose. La surface des singularites est done le lieu des points 
ou le edne du complexe se decompose ; dest aussi V enveloppe des 
plans pour lesquels la courbe du complexe se decompose, comme on 
le verrait par un raisonnement analog'ue, en se plagant au point de vue 
corr^latif. 


Surfaces et courbes des complexes sp6ciaux 

Revenons aux complexes speciaux : considerons d’abord le cas 
du complexe des tang'entes k une surface Les c6nes du complexe 
sont les ednes circonscrits k cette surface. Les plans tang*ents a (4>) 
constituent une integrale complete. Une surface integrale quelconque 
est done Tenveloppe de c3o^ plans tangents k (<1>), e’est-k-dire une deve- 
loppable quelconque circonscrite k {<!>). Les caract^ristiques, qui sont 
en general les courbes de contact de la surface int6grale avec les sur- 
faces faisant partie de Tint^grale complete, qu’elle enveloppe, sont les 
generatrices rectilignes de ces developpables, e'est-k-dire les droites 
du complexe. Enfin on obtiendra les courbes integrales en prenant I’en- 
veloppe des caracteristiques sur les surfaces integrales ; ce sont done les 
aretes de rebroussement des developpables circonscrites k (<l>) qui sont 
les courbes du complexe. 

Considerons maintenant le complexe des droites rencontrant une 
courbe ; on voit de meme que les surfaces du complexe sont les deve- 
loppables passant par la courbe, les caracteristiques sont les droites 
du complexe et les courbes du complexe sont les arktes de rebrousse- 
ment. 

Ainsi, dans les complexes speciaux, Vequation aux derivees par- 
tielles du premier ordre dont depend la recherche des surfaces du 
complexe a pour caracteristiques les, droites du complexe, Recipro- 
quement, toate equation aux derivees partielles du premier ordre 
dont les caracteristiques sont des droites est associee d un complexe 
special. 
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Soit en effet Tequation aux derivees partielles : 


y, S-, p, q) — o, 

dont les caracteristiques sont des droites. On obtient les surfaces inte- 
grales en prenant une courbe integ^rale et en menant les caracteristi- 
ques tang'entes : done les surfaces integ*rales sont des d^veloppables, 
et le plan tangent est le m^me le long de chaque caracteristique, 
e’est-a-dire que dp — 0, dq = o doivent ^tre consequences des Equa- 
tions des caracteristiques. Cela revient a dire que F = o doit entrainer 
comme consequence les equations : 





O, 




: O. 


Supposons alors que 5 figure dans Fequationaux dErivEes partielles et 
posons : 

F = 5 — 6(^, y, p, q ) ; 


les conditions precEdentes s’Ecriront 



d’ou il rEsulte que 9 est de la forme 

^=px + qy + q), 

et ['Equation aux dErivees partielles est 

z — px — qy — ^{p, q\ 

Le plan tangent a une quelconque des surfaces intEgrales est done 
pX + qY — Z + (j), q) = o. 

L'ensemble de tous ces plans a done une enveloppe, surface ou 
courbe. Le c6ne ElEmentaire associE k un point quelconque est le edne 
circonscrit k cette surface ou k cette courbe, et Tequation aux derivEes 
partielles est bien associEe a un complexe spEciaL 
, Remarque. — Nous avons supposE que z figurait dans I’Equation 
aux dErivEes partielles; s’il n’en est pas ainsi, cette Equation, comme' 
on le prEvoit en changeant le r6le des coordonnEes, ne doit contenir ni 
ni y. Car si on pouvait TEcrire, par example, 

F = 53 — 9 y) = o, 




la condition 
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ne serait pas verifiee. Done Teq nation aux derivees partielles prend 
alors la forme 


^ q) = 0 , 

qui donne le complexe des droites rencontrant une courbe a Tinfini. 
Consid^rons, par exemple^ I’^quation 

I + />“ + y® = 0 

elle d^finit le complexe des droites isotropes; les courbes du complexe 
sont les courbes minima, et on les obtient sans int^g-ration comme 
aretes de rebroussement des developpables isotropes. C’est bien ainsi 
que nous avons determine les courbes minima au ch. Ill, | 4* 


Surfaces normales aux droites du complexe 

8. — Proposons-nous maintenant de chercher les surfaces dont les 
normales appartiennent au complexe d6fini par I’^quation 

(i) — 

Une normale a une surface du complexe est d^finie par les equations 

— (z —s) 

p q 

ou 

X = — /?Z + + yoz, y = — yZ 4- y + 

de sorte que les siirfaces cherch^es sont d6finies par T^quation aux 
derivees partielles 

(a) (j, _ y, a: + par, + qz) = o. 

Si une surface r^pond k la question, toutes les surface's parallfeles 
repondent aussi k la question. 

Si le complexe est special, le probl^me revient k la recherche d’une 
cong'rtience de normales, connaissant une des miiltiplicit6s focales. Si 
la multiplicity focale est une courbe (9), les surfaces cherchyes sont les 
enveloppes de spheres ayant leurs centres sur (9), d’apr^s ce que nous 
avons vu au Chap. VII, | 2, p. i65. Ces spheres constituent, du reste, 
une intygrale complete yvidente de Tyquation du probiyme. 

Si la multiplicity focale est une surface (<I>), le probl^me revient k la 
dytermination des lig*nes ^yodysiques de cette surface [Ch. VII, | 2, 
p. 1 64]. 
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Dans le cas d’un complexe quelconque, nous allons chercher les 
congruences de normales appartenant au complexe : on obtiendra 
ensuite les surfaces au moyen d’une quadrature. Pour que 00^ droites 

a b 1 

soient les normales d’une m^me surface, il faut et il suffit, en posant 
a r. b I 

^ = ■ — ■ ■ , a = z = , Y = ■ , 

\ja^ + 62 ^ I \‘a:^ + 6^ "4- 7 y + 6® + i 

que a<a(/‘4- prf^soit une differentielle totale exacte [Gh. VII, | r , p. 162]* 
Or r^quation du complexe, r^solue par rapport a s’ecrit 

( 3 ) ? = 

et <xdf -I- W (a,y*, g) dg doit ^tre une differentielle totale par rapport a 
deux variables independantes. Determinons a par example en function 
de y*, g^ ce qui donne la condition 

Cherchons une solution de la forme 


® (*»/» ^■) = Cte. 


En different! ant par rapport k f, g^ on obtient 


D0 d-B 


^9 £« 

Tsg ' 7>g * 


et la condition (4) devient 


^ £9 ^ £0 

Fg ‘ 2/”^ Da 


C’est une equation lineaire aux derivees partielles, dont I’integration 
se ramene au systeme d'equations differentielles ordinaires 


dg== 


df _d^ 

D« D/ 


qui determine les caracteristiques. 

Ayant ainsi calcuie % en fonction de J et g, on en deduit p par 
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r^quation ( 3 ), et on a y = \/i — On efifectuera la quadrature 

de diff^rentielle total e 


a = — fa.df+ Wdff, 

etles surfaces cherch^es seront d 4 finies [Ch. VII, | i, p. 162] par les 
formules : 

X=f + CLU, y = ^ -I- Pm, 5 = VM. 

Remarque. — Les developpees des surfaces cherchees sonf les 
surfaces pour lesquelles 00^ geodesiques sont des courbes du com- 
piexe. Ce sont les surfaces focales des cong'ruences coiisid 6 r 4 es. 
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COMPLEXES LINEAIRES 


Gdn^ralitds sur les complexes alg^briques 


I. — Soit une droite 

(i) x = az+f, y — bz^g; 

un complexe algebrique sera d6fini par une relation algebrique entre 
a, bj, g ; 

b,f, g) = o. 

Si on considh'e les droites du complexe passant par un point A, et 
situ6es dans un plan (P) passant par ce point, ce sont les g*6n6ratrices 
d’intersection du plan (P) avec le c6ne du complexe associ6 au point A, 
ou bien les tang-entes issues de A a la courbe du complexe situ6e dans 
le plan (P) [ch. IX, | i] ; si le complexe est algebrique, le cdne et la 
courbe sont alg^briques, et on voit que Vordre da cdne du complexe 
est egal h la classe de la courbe plane du complexe; leur valeur 
commune s'appelle le degre du complexe^ c’estle nombre de droites du 
complexe situ^es dans un plan et passant par un point de ce plan. 

Si ce nombre est 6gal a i, le complexe est appel6 complexe 
lineaire ; le cdne du complexe associe au point A est un plan qu’on 
appelle plan focal ou plan polaire du point A. La courbe du com- 
plexe situee dans un plan (P) se rdduit k un point, qu’on appelle foyer 
ou pdle du plan (P) ; si le plan (P) est le plan polaire du point A, le 
point A est le pdle du plan (P), II y a reciprociU entre un pdle et son 
plan polaire^ au point de vue du principe de duality ; les transforma- 
tions dualistiques n'alterent pas le degre d’un complexe alg*6brique 
quelconque. 
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Coordonn^es homogenes 


2 . — Pour Tetude des complexes alg'ebriques, il j a avantage a 
remplacer a, 6,y*, g par les coordonndes homogenes de droites. 

Coordonnees de PlUcker, — Gonsiderons les Equations d’une droite 
en coordonnees cartesiennes 

(.) 


equations qui contiennent comme cas particulier les Equations (i). 
Nous prendrons pour coordonnees plackeriennes de la droite les six 
quantites 


(3) < 2 , bj c, p = gc — hb, q ha — fc^ r =fb — ga. 


Ges coordonnees sont, comme on le voit immediatement, li^es par' la 
relation homogene 


(4) pa + qb + rc = o. 

Ges six parametres, qui ne sont definis qii’a un m6me facteur pr^s, et 
qui sont lies par une relation homogene, se r^duiseut a quatre en 
reality ; < 2 , i,c.sont les projections sur les axes d’un certain vecteur 
port6 par la droite \ p^q,T" sont les moments de ce vecteur par rapport 
aux axes (en coordonnees rectangulaires). On pent aussi les d^finir 
comme les coefficients des equations des trois projections de la droite 
sur les trois plans coprdonnes, suppos4es mises sous la forme : 


(5) cY — bZ — p=o^ aZ — cX — q = o, bX — aY — r=:o, 
Voyons ce que devieht T^quation du complexe. De ( 2 ,) on tire 



et r^uation 


devient 


Gette Equation rendue homogcne prend la forme 


W (a, b, c, p, q) = o 

on pent y introduire r en vertu de I’^quation (4), et on obtient finale- 
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meut, pour defiiiir le complexe, en coordonnees pluckerieiuies, une 
equation hoinog*ene de degre egal au degre du complexe, 

(6) X («. />> = o- 

Reciproqaement, toute ^uation de la forme pr^cedente peut, k cause 
de rhomog 6 neit 4 , en faisant, dans les formulas (3), c= i, A = o, 
etre ramenee a la forme primitive de Tequation d’uu complexe : 

(7) X (“. 1 . 9 > —f,fb — ga) — 0. 

Gherchons le cdne da complexe de sommet {x, ij, z). Designons par 
X, Y, Z les coordonnees courantes : il r^sulte de la definition des 
coordonnees pluckeriennes que 




X. b — Y — y, c-Z — s, 

6 Z, qz=L aZ — 6*X, bX — oY. 


L’equation du cdne du complexe s’obtiendra en rempla^ant a, b, c*, p, 
q, r par les valeurs precedentes dans Tequation du complexe, C*est 
done : 

x(X-a?, Y— y, Z—s, yZ~sY, sX — xZ, xY—yX) = o. 

Si on transports Torigine des coordonnees, par translation, au 
sommet du cone, cette equation est, simplement, 

X(X, Y, Z, yZ—zY, zX^xZ, xY — yX) = o. 

Si on cherche une courbe da complexe, on prendra 

\ a =; dx, b = dy, c = dz, 

^ P ~ q = — xdz, r xdy — ydx, 

d’ou requation difterentielle des courbes du complexe 

X [dx, dy, dz, ydz — zdy, zdx — xdz, xdy ~ ydx) = 0. 

La condition pour qu’un complexe soit special est [Cb. IX, | 7] 


elle devient ici 


5a * Sff 53 ■ ^ ^ ’ 


^=0 

J>a * 7^p ’ ag* ' D-o ' 


En effet, en prenant I’equatioa du complexe sous la forme (7)*, et 
tenant compte des formulas correspondantes : ^ 


fi=qy 


— ^=/b~qa, 
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elle s’eerit : 


^ zb Zr \ Za ^ zb ^ ^ Zp ~ ^ Zq Zr ) 


Za Zp 

Et il suffit de tenir compte de I’^quation 


+ 6 -t- « ^ + r o, 

Za ^ Zb Zc~^ZD^^Zcr 


Zb 


zc 


zp 


zq 


d6duite de (6) au moyen de Tidentit^ d’Euler sur les fonctions homo- 
genes, pour obtenir Tdquation (8), ou, a cause de son homog^neite, on 
pourra redonner k c une valeur arbitraire, les autres coordonnees 
reprenant les valeurs qui correspondent a cette valeur de c. 

Dans le cas d’un complexe alg^brique quelconque, T^quation (8), 
jointe k celle du complexe, definit la congruence des droites singu- 
lieres- 

Reprenons Tbomograpbie entre droites et plans d’une droite du 
complexe; les coefficients de cette bomographie sont ^ ^ ^ ? 

et par suite, en coordonnees homogenes, ce sont des combinaisons 
lin^aires et homogknes des d6riv4es^ ^ . Considerons la droite 

du complexe {a^, Bq, Cq, Pq, q^ To). 

L’4quation 


Sa ^ + So ^ = 0 
3^0 ^Po 


d4finit un complexe lin4aire contenant la droite consider4e ; et, sur 
cette droite, Tbomographie pour ce complexe lin4aire est pi'4cis4ment 
la m4me que pour le complexe primitif. Ce complexe lin4aire est dit 
tangent au complexe donn6. 

Remarque. — Si nous d4finissons la droite par deux points (a?, y , z) 
et nous voyons que 


c a = x^—x, 6 =/ — ^, c = z^ — z, 

I P = y^' — q = zx' -xz\ r = xy^ — ycd\ 

d'ou comme ci-dessus, T^quation du c6ne du complexe 


(9) z^ -- z, yz'—zy', zd — xz\ 

xy' — ycd) = 0 ; 


Corr41ativement, d4finissons la droite par deux plans («, o, io, e) 
{a\ v\ w', s'). On trouve, en d4duisant des Equations de ces plans, 

uX -f- uY -}- wZ -f- s = o u'X -j- x'Z -}- 's' = o^ 
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celles ties pro jections tie la droite, et eii rameuaut ces deruieres a la 
forme (5) ; 

^ a = mo' — t-Ou\ h = ion' — rno\ c — uv' — vu\ 

) p = .S7z' «.s', 7 = sv Ds\ r =r Sio' — WS. 

Ou obtieiit alors Tequatioii taii^*entieile d’une courbe plane du coin- 
plexe 

(10) yjpfo' — iof)\ wu' — iuv\ no' — fja\ mi ' — (is\ so — ua' ^ 

ufo' — fos') = 0 , 

et on voit bieii aiusi que la classe de cette courbe, comme Tordre dii 
c 6 ne dll complexe. est e^’ale au degre de Tequatioii du complexe. 

Coordonnees geiieraleii de Grassntana et Klein, — Plus generale- 
meiit prenoiis uu tetraMre de reference quelconque, et soient 

Xj^ les coordonnees d’uii point; Wg, iij^ les coordonnees d'uii 
plan. Gonsiderons la droite comme definie par deux points (x), {y). 
Nous prendrons comme coordonnees tie cette droite les quaiitites 

(11) Pi/c = ? 1 . 1 , A- = I, 2 , 3 , 4 ), 

yi yk 

p etant un facteur dliomogeneit^ arbitraire. 

Remai'quons que pa = o et put = — pth^ de sorte que Foil n’obtient 
ainsi que six coordonnees distinctes, par exemple 
jD23. Ge sont les moments relatifs, par rapport au vecteur des deux 
points {pc) (y), des vecteurs ( 3 gaux i pris sur les six aretes du tetrae- 
dre; ou, du moins, des quantites proportioniielles k ces moments. 

Soient deux droites (pi/t) et (p'in^) : le moment relatif M des deux vec- 
teurs correspondants est donne par la formule 

|J.M =/)is p'st + P-Ji p\i + Pl3 p'.n + />48 p’li + Pi.x p\i + Pi-i p'u, 
ou [1 est un facteur constant. 

Si ce moment est nul, les deux droites se rencontrent. Or conside- 
rons le determinant, identiquement iiul. 




Xs 


a.-, 

l/i 

y-2 

•Js 

yi 

x^ 


x^ 

x^ 

Ui 

ys 

ys 

yx 


Developpons d’apres la regie de Laplace ; 

0 = 2 -}- p^^ + Pli Pzs)‘ 

En introduisant la fonctiou 

( 1 2) ^ (pa.) = Pl 2 Psi + Pis Pa + Pu P 2 S> 


Vessiot 
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les coordounees d’une droite quelconque satisfont a la condition 

(i 3 ) ^pif,)=zo, 

et la condition de rencontre de deux droites peut s’ecrire : 


(i 4 ) 


ik 


7 ^^ 

^pik 


= o, 


la sommation s'etendant aux six coordounees. 

Si nousdefinissons la droite par deux plans (?z), (nj, nous prendrons 
pour coordounees : 


(1 5) 


qik = ^ 


Ui Uk 
Vi Uk 


a etaiit un facteiir d'homogeneite arbitraire. Gherchons les relations 
entre les coordonn 4 es pik et les coordounees qik* La droite etantTinter- 
section des plans (w), (n), un point (j?) de cette droite sera I’intersec- 
tion des trois plans (a), (v), (w). Done : 


v ^ x ^ + +■ 1)3^3 4 * ^>4^4 = 0, 

10 ^Xj^ + IV 0 X 2 + = 0 . 

Considerons le determinant : 


«3 

V2 ^3 

102 fo^ ’ 

.^2 ^3 ^4 

on peut prendre, pour la cooixlounee .xv, le coefficient Sf de Sf. 

Pour avoir un autre point (y) de la droite, nous le definirons par les 
trois plans (zz), (u), (,s*), et alors i/i= Wi = . Considerons Tadjoint 

de Q : 

U, IJ, U3 u, 

Vi V, V3 V, 

Wj W 3 w, 

^2 S 3 ^4 • 



Nous avons, entre chaque mineur du deuxieme ordre de forme avec 
les deux dernieres lignes, et le mineur compiementaire de Tadjoint, la 
relation classique, qui s’ecrit, avec la notation defiuie par la for- 
mule ('12), 


Jl 

P 


pik — ^ 


<T ' 


^qik 
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On pent ecrire 
portionalite, 

(16) 


plus simplemenl, eii disposant des tacteui*s de pro- 


pik 


^qik 


et de meme : 
(• 7 ) 


q ik 


^pik 


L’equatiou du complexe sera alors F {pik) = 0, on F {qiii) = 0, les 


indices /, k; h, I se correspoiidant de telle maniere que phi=z—^ : d'ou 


les (Equations du cone on de la courbe dii complexe. La condition pour 
que le complexe soil special est : 


(18) 


yi’ JF 

^p\i‘ ^7^13 


riF &F 

^p2i. ^P\ i ^/?32 


0 . 


Remavqae, — On pent defliiir les coordonnees pik pf^i* ia remarque 
que la droite consideree se trouve dans les plans : 

Pik *r/ + pki JCi + pii Xk = 0 ; 

et on pent deduire de la les relations entre les pik et les qhi» La condi- 
tion ^ (pik) = 0 exprime la condition necessaire est suffisante pour 
que ces quatre plans passent par nne m^me droite, si on suppose 
Pik = — Pki’ Elle est done necessaire et suffisante pour que les ptk 
soient les coordonnees d’une droite. 


Complexes lin^aires 

3 . — Etudions plus specialement les complexes lin^aires. L’equa- 
tion d’un tel complexe est, avec les notations adoptees, 

(1) 2i:A/^//?/^:= o. 

Le complexe est special s'il satisfait a la relation : 

(2) Ajl 2 Ag^ + Ai3 A42 + Aj^^ A 23 == o, 

et cette equation exprime que les \ik sont les coordonnees d’une droite ; 
I’equation du complexe exprime que toute droite du complexe ren- 
coQtre cette droite. C/n complexe lin^aire special est done constitue 
par les droites rencontrani nne droite Jixe, qu’on appelle directrice 
du complexe. 
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Soit (D) uiie dj'oite J'uu complexe liiieaire quelcoaque, M uii poiul 
de cette droite, et (P) son plan polaire. Le cdne du complexe se redui- 
saiit ici ail plan (^P), rhomographie du complexe estcelledes plans (P) 
de la droite (D) associes a leurs poles M. 


Faisceau de complexes 


4 . — Soient deux complexes lineaires : 

(i) 

(.2) ^^hlpik = O ; 

requatioii 

-(Ay,/ d- IB/ii) pik — o 

representera un faisceau de complexes. Cherchons dans ce faisceau les 
complexes speciaux. Ils sont definis par Tequation : 

(3) (Aj_2 4- ^ 3 ^ 2 ) (A 34 + AB 34 ) -f (Ai 3 4- lBi3)(A.i2 + B^ja) 4* 

+ (Ai.i + > 3 ^ 4 ) (Agg 4- ^B23) = 0 , 

equation du deuxieme degre.Z)a/z 5 uii faisceau de complexes lineaires 
il y a done deux complexes speciaux. Cherchons k quel les conditions 
ces deux complexes speciaux sont confondus. 

Supposons, a cet efiet, que X = o soit racine de Pequation (3). La con- 
dition necessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est : 

wA£2A34 O, 

et Teq nation precedente se reduit a : 

(4j /(A,2B34 + A3,B,2 + ... +) ^^(B,2B34 +...) = O. 

Nous appellerons invariant du complexe (i) Texpression : 

(5) A.v = Ai2Ag4 + AjgA^g + Aj^jAgg, 

et invariant simultane deux complexes (i) et ( 2 ) I’expressioii 


(6) 


Aab = 




Tequation ( 4 ) s’ecrit, avec ces notations : 


(7) 4- o. 

Pour que 1=0 soit racine double, il faut en outre que A^b = o. Or 
A = 0 exprime que les Aik sont les coordonnees d’une droite, A^r = 0 
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exprime que cettedmite a[)partient an deuxiome compiexe qiii dpRnit 
le faisceau.Elle appartieatevidemmeat au premier, done ellea[)partieat 
a tons les complexes du faisceau. On coaclut done : j)onr que Curt den 
complexes speciaux soit double, il f ant et U que m direrirtce 

appartienne d tons les complexes du faisceau. 

Pour que I'equation se reduise a une identito, c*est-a-dire pour que 
tous les complexes du faisceau soient speciaux, il taut encore que 
Ab = 0 ; il faut done que les deux complexes soient speciaux, et que 
leurs directrices se rencontrent. 

Nous appellerons congruence lineaire Tensemble des droites c4m 
munes a deux complexes lineaires. Par un point quelconque de I'espace 
passe ea g*en6ral une droite de cette congruence, et une seule : e'est 
1 intersection des plans polaii'es du point dans les deux complexes. On 
voit de m^me que dans un plan quelconque ily. aen general une droite 
de la congruence et une seule, qui joint les foyers de ce plan dans 
les deux complexes. Gonsiderons le faisceau determine par les deux 
complexes qui definissent la congruence. Si ce faisceau contient deux 
complexes speciaux distincts, toutes les droites de la congruence appar- 
tiennent a ces complexes speciaux, et par suite rencontrent deux direc- 
trices fixes ; et reciproquement, une congruence lineaire est formee 
en general des droites rencontrant deux directrices fixes. 

Si les complexes speciaux sont confondus, soit (A) leur directrice 
commune ; considerons un compiexe quelconque (C) du faisceau. (A) 
est une droite du compiexe (Cj ; k chaque point M de (A) correspond, 
homographiquement, son plan polaire (P) par rapport au compiexe (G) ; 
les droites de la congruence passant par M et appartenant au com- 
piexe (G) sont dans ce plan polaire (P). Or les points de (A) ont m^me 
plan polaire par rapport k tous les complexes du faisceau. Les droites 
de la congruence rencontrent la droite (A), et pour chaque point de 
cette droite sont situees dans le plan polaire correspondant. 

Reciproquement, si on se donne arbitrairement une horn ograp hie, 
faisant correspondre a chaque point M d'une droite fixe (A) un plan (P) 
passant par cette droite, Tensemble des oo- droites dont chacune passe 
par un point M et est situee dans le plan (P) associ4 a ce point M est 
une congruence lineaire ; et les complexes speciaux du faisceau cor* 
respondent sont confondus. 

Prenons, en effet, (A) pour axe des z. Un point M de (A) sera d^fini 
par sa cote 5 ; et un plan (P), passant par (A), par son equation 
// — mx= o. L'equation de Thomographie donnee s’ecrira done : 


( 8 ) 


P + + Qm — Kms — o . 
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Les coordonn^es pluckeriennes a, c, p, q, r d'un rayon de la con- 
^ajTuence consid^ree satisfont d’abord a 

(9) = o, 

qui exprime que le rayon rencontre or. Si o eXb ne soiit pas nuls tons 
deux, supposons, par exemple, a o. Le rayon rencontre Or au point de 

cote r = , et se trouve dans le plan bx — ay = 0. La relation (8) 

a 

donne done, en tenant compte de a p bq cr =0 et de (9), 

(id) Ay5 -j- 13<7 -f- Po 0^ = 0 . 

Si 0 = 6 = 0, et si^, q ne sont pas mils tons deux, le rayon rencon- 
tre Ora rinfini, et ses equations sont cy =r p, cx = — q» La rela- 
tion (8) donne done Ap = o, et Tequation (loj est encore verifi^e. 
Elle Test encore pour n = b = p = q — r = o, qui correspond au 
rayon singulier (A). 

En resume, la congruence est definie par les equations (9), (10). 
Or elles d^finissent deux complexes lineaires : Tinvariant du premier 
est nul, ainsi que leur invariant simultane. On retom be done bien dans 
le cas indique. 


Complexes en involution 

5 . — Reprenons le faisceau de complexes precedent. Les deux 
complexes de base sont dits en involution si Aab = 0. Gonsid^rons, dans 
le cas general, une droite (D) commune aux deux complexes. A un 
point M de cette droite correspond homographiquement sou plan 
polaire dans chacun des complexes, soient (P), (Q) ces plans : il en 
r^sulte une correspondence homographique (H) entre les plans (P), (Q) 
de la droite. De mdme, en partant d’un plan de la droite, on verrait 
qu’il existe une homographie (H') entre les points de la droite. 

Gherchons les plans doubles de Thomographie (H). Gonsiderons k 
ceteffet une des directrices (A) de la congruence lin^aix'e definie par les 
* deux complexes, et le plan (D) (A) ; le p6le de ce 
plan par rapport achacundes deux complexes 
est r intersection A! de (D) avec la deuxieme 
directrice (A'), car toutes les droites passant 
par A! et renconti'ant (A) appartiennent k la 
congruence, et par suite aux deux complexes. 
Ainsi, dans chacun des deux complexes. A’ 
est foyer du plan (D) (A); et de m^me A, inter- 
section de (D) et de (A), est foyer du plan 
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(D) (A'). II en resulte que ces plans se correspondent k eux-memes 
dans rhomographie (H), et, par consequent, que ces deux plans sont 
les plans doubles cherches. 

On verrait de meme que les points A et A' sont les points doubles de 
rhomographie (H'). Gela pose, nous aliens montrer que la condition 
= o exprime que chacuue des deux homographies (H) et(H') est 
une involution. 

En effet, pour que rhomographie (H) entre les plans (P), (Q) soit une 
involution, il faut et il suffit que les plans (P), (Q) soient conjugues par 
rapport a ses plans doubles. L’equation dii plan polaire d’un point par 
rapport k un complexe qiielconque du faisceau est : 

^ + I ^ Il 1 = 0 . 

equation de la forme : 

P + >^Q = o. 

Remarquons qu’il en resulte que tous les plans polaires d*un point, 
par rapport aux complexes d’un faisceau, forment un faisceau de 
plans. L’axe de ce faisceau de plans est la droite de la congruence 
lin^aire, commune aux deux complexes, qui passe par le point consi- 
dere. Gonsiderons alors quatre complexes quelconques du faisceau, le 
rapport anhai'monique des quatre plans polaires d’un m6me point 
dans ces quatre complexes est egal au rapport anharmonique des 
quatre quantites >. correspondantes. Prenons en particulier les deux 
complexes de base et les complexes speciaux. Les valeurs de 1 corres- 
pondantes sont 0, oc, et les racines de Tequation 

^(*^11 + ^^14) (-^23 ^^23) = o ; 

et la condition pour que les deux premieres soient conj uguees harmo- 
niques par rapport aux deux autres est : 

"t" ^'2 — ^9 

ou Aab = o. Or, si le point considere se trouve sur la droite (D), ses 
plans polaires par rapport aux deux complexes speciaux, sont preci- 
sement les plans (D) (A) et (D) (A') ; done si deux complexes sont en 
involution, les plans polaires dHun point dans ces deux complexes 
sont conjiiffues harmoniques par rapport aux plans passant par ce 
point et par les directrices de la congruence commune aux deux 
complexes, et reciproquement. 

Gela equivaut bien a dire que rhomographie (H) est une involution. 
La propri 6 t 6 analogue, relative k rhomographie (H'), s’etablirait de 
m^me, en utiUsant les coordonn^es tangentielles qhh an lieu des coor- 
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donnees ponctuelies /}//,.. La propriete de deux complexes d’etre eii 
involution se correspond done a elle-m6me, par duality; et Ton pent 
dire encore : Les pdles d'un plan quelconqiie par rapport aux com- 
plexes efun faisceau sonf snr line droit e qui rencontre les direc- 
trices de la congruence commune aces complexes. Si deax complexes 
sont en involution^ les poles dun plan quelconqae par rapport a ces 
complexes sont conjiigues harmoniques par rapport aux points d in- 
tersection de la droite qui les joint avec les deux directrices de la 
congruence commune a ces complexes ; et reciproquement. 

Coordonnees symetriques dune droite. — On pent g’eneraliser 
encore les coordonnees de droites. Reprenons la relation fondamen- 
tale 

(i) ap + bq cr = o\ 

elle est homogene et du deuxieme degre. Or il existe un type remar- 
quable d’equations du deuxieme degre, celui on ne figurent que les 
carets. Pour ramener a cette forme la relation precMente, il suffit, par 
exemple, de poser : 

lr, + p = („ b + ^ = r + r = t,, 

^ ‘ (a — p== it^i b — q = itj^, c — r = 

La condition devient ainsi : 

( 3 ) t,^ + t^^ + ^ 3 “^ + t,^ + t:^ + t,j = 0 . 

On introduit comme coordonnees homogenes les th, qui sontdes fonc- 
tions lineaires homogenes des coordonnees pliick^inennes. En egalant 
ces six coordonnees k 0 , on obtient les equations de six complexes qui 
sont deux a deux en involution, car on voit facilement que la condition 
pour que les deux complexes 

= 0 , = 0 , 

soient en involuLlon est : 

(4) SAa^B/, = o. 

Ces resultats subsistent si on substitue a a, c, />, q, r, dans la 
definition des coordonnees fo, les coordonnees g6n6rales pi/c : et si on 
remplace, plus generalement encore, les fn par les coordonnees qu’on 
en dediiit par une transformation llneaire homog^ne, orthogonale, a 
six variables, 
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Droites conjuguees 

6 . — Considerons iin complexe ((]), non special, et une drolle. (Ai 
n'appartenant pas a re complexe; considerons la cong^rueiice commune 
a (G) et an complexe special de directrice (A) ; cette congruence a une 
deuxieme directrice (A')qiii est dite la droite conjugaee de (A). II v a 
evidemment reciprocite entre ces deux droites. Toufesles droites du com- 
piexe(C) qiii rencontrent la droite (A) rencontrent sa conjugaee (A'), 
puisque ce sont des droites de la congruence, etinversement toute droite 
rencontrant d lafois les deux droites conjuguees (A^), appartienf 
d In congruence^ef par suite nu complexe. Si on consid^re un point A 
de TA), son plan polaire passe par (A'), puisque toutes les droites pas- 
sant par A et I'encontrant (A'} appartiennent au complexe. Done (A') 
est Venveloppe des plans polaires des points desa conjugnee (A). On 
voit de m^me que (A') est le lieu des pdles des plans passant par sa 
conjuguee (A). Si la droite (A) appartient au complexe (C), la con- 
gruence prec^dente a ses deux directrices confondiies. Les droites du 
complexe sont d elles-mimes leiirs conjuguees. 

Soit Tequation du complexe 

¥{a, b, c, p, y, r) = 4 - A/? + By + Cr = o. 

Cherchons les coordonnees />2? ?2> ^2) conjuguee d’une 

droite b^^c^^p^^^q^^ r^. 11 suftit d’exp rimer que le complexe donne, 
et les complexes speciaux ayant pour directrices les droites (a^, 6 ^, c^. 
Pi-) yi’ ^i)j (^85 ^21 ^2'' P2- '"s)? appartiennent a un m^me Faisceau, 

ce qui donne : 

P + \p^ + \p% =0, ot les analogues. 

Multiplions respectivement par <2^, 6 ^, r^ etajoutons membre 

<\ membre, le coefficient de \ disparait et nous obtenons : 

6i, Ci, y,, f\) 4- +Pi^2) = 

Posons pour a bigger : 

^^fLP% + 

ce qui doniie : 

(i) F{n^, b^, p^, y^, r^) -f V= o- 

Si nous multiplions par a,, b^, yg, r^ et si nous ajoutoiis, e’est 

le coefficient de \ qui disparaitra et nous aurons : 

F{a^, b^, yi, r^) + V == 


(^) 
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Enfin si nous multiplions par A, B, G, P, Q, R, nous obtenons, eii 
posant : 

A = AP 4- BQ + ,GR. 

2A + ^iF (ftp Cp r^] + \F(a2, q^, ^o) = o ; 


ce qui s’ 4 crit, en tenant compte de (i) et (2), 

A == 

,, , ^ A A 

cl OU. . Aj — - ■ fyt L \ • 

b^, p^f q^, r^) 

Nous pouvons done prendre pour coordonn^es de la droite conjuguee 


^2 


= A — 


^ 

F(^i5 b^, 7 %) 


, et les analogues ; 


on : 

( 3 ) = AF (rt^, 6 ^, Pi,qi9 rj — et les analog*ues. 

Supposons qii’on prenne deux droites conjugu^es pour aretes oppo- 
sees du tetraedre de r 6 f 6 rence. Si nous appelons a:, 5, f les coor- 

donn 4 es tetraMriques, nous avons vu que: 

^ a = xt’ — fx\ b = yf — ty\ c = 

) p = 7/5' — 5y\ q — sx' — xc\ r = xy' — yx!, 

Supposons qu’on prenne pour droites conjug'uees les droites (.r = o, 
y = 0) et (;sr = 0, t = o), Leurs coordonnees sont : 

= 0, ^^ = 0, r.^ , = O, q^ = 0 , 7 *^ = 0; 

^2 = o, bo = 0, 6*2 = 0, P2 = o, q^ = ^9 

Exprimons que ces droites sont conjiig*iiees. Les conditions trouv^es 
pr^cedemment nous donnent : 


o = AF{a^,..), 0 = BF(77 ^,..), o = CF — Ac^, o = PF, o = OF, 

r2 = RF. 

Or : 

F(fli, Ci, /?i, yi, = F(o, 0, Ci, 0, 0, 0) = RCi ; 

il en resulte, A n'etant pas nul, par hypothese, que : 

A := Oj B := 0, P = O, Q = 0, R 0, G o, 
Alors : 

A = RG, 

et Tequation du complexe prend la forme r^duite : 

Gr + Rc = 0, 
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ou ; 

( 4 ) r = kc. 

Ell particulier, cherchons a effectuer cette reduction eii axes cart^siens. 
Nous prendrons pour droites conjuguees Taxe 0 ^ et la droite de Tin- 
fini du plan des xy, II faut d’abord montrer qu’il y a des droites dont 
la conjuguee pent etre rejetee a Tinfini. Pour qu’une droite (a^, 6 ^, 

Pi'} yi> ^i) soit a rinfini, il faut et il suffit que <2^ = o, 6 ^ = o, == o ; 
et, d’apres les formules prec^demment tronv^es, les conjuguees de ces 
droites sont telles qne : 

^ 0. Po qo . 

A"" B~C X ’ 

rtg, ^2» ^2 sont done proportion nets a des quantites fixes. Les conjuguees 
des droites de Vinjini sont paraXleles a une niinie direction. Ces 
droites sont les lieux des pdles des plans parallHes a un plan fixe. 
On les appelle diametreSt et les plans parall^les dont les pdles sont 
sur un diametre, sont dits conjuguds a ce diametre. En rapportant 
done un complexe k un diametre et au plan conjugiie, Tequation du 
complexe est de la forme : 

r — kc. 

On peut obtenir cette reduction en axes I'ectangulaires. Il existe, en 
effet, une infinite de droites perpendiculaires a leurs conjugudes. Elies 
sont definies par la relation : 

Oj^a^ “j“ ^1^2 o, 

ou : 

(A«i + 4* GCi) F(a^, r^ — 4- = o. 

Ces droites constituent done un complexe du deuxieme degre. 

Prenons un diametre quelconque b^, ^i? A» ?ij ^i) complexe 
lineaire. Le plan conjugud, passant par Torigine et par la droite a I’in- 
fini, conjugude de ce diametre (o, o, o, p^, yg, Tg), a pour equation : 

p^ 4- q^ 4* ^2^ = 0 ; 

la condition pour qu'il soit perpendiculaire au diamdtre est : 

P^ q* ’ 

ou : 

gj _ _ gj 

RF,-Ar/ 

en posant, pour abreger, 

F, = b^, q, p^, y^, r,). 
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La droite conjug*uee dii diametre etaiit a Finfiui. = 0.^ = q\ 

done sont proportionnels a A, B, (L d'apres les iorniules ( 3 ), 

ce qui donne : 


Or 


A _ B _ G 


«i/>i + 4- c^r-i = 0, 

ce qui donne ici 

\p^ + B<74 -h Gr^ = o : 

done 

= F b^^ r i) — 4 . -{- Qb^ 


Multiplions alors les deux termes des rapports pi'ecedents respec- 

tivement par A, B, C et ajoutons, nous oblenons le rapport eg*al : 

ar ^ 

nous pouvons prendre nr A, = B, = C d’oii = A, et enfin 


pI±^a = ^- ’ analogrues ; 


d’ovi les formules definitives 


( 5 ) 




— A) — B, 6 ’^ — G, 

r, BA „ o CA 

yi — Q 32 ’ ^1 — R 2 C 2 ‘ 


Nous obtenons ainsi un diametre, et un seul, perpendiculaire au plan 
conjugue : e’est Vajre dii complexe. En le prenant pour axe des zr, on 
obtient Tequation r^duite en coordonnees rectangulaires 


r — me = o. 

Le complexe ne depend, quant k sa forme, que d’un seul paramMre m, 
qui est son invariant par rapport au ^roupe des mouvements. 

Si r = 0, e = 0, Tequation est satisfaite ; or r* = o, c = 0 sont les 
coordonnees des di'oites rencontrant Ozr et perpendiculaires a Or. Le 
complexe contienf foates les droites rencontrant V axe et perpendi- 
ciilaires a Vaxe ; c, r sont des coordonnees qui ne changent pas si on 
fait tourner la droite autour de Or : de m^me si on la deplace parall^- 
lement a Or. Autrement dit an mouvement helicotdal daxe Or laisse 
le complexe inaliere. II en resiilte que si on a 00^ droites appurte- 
nant au complexe et ne derivant pas les unes des autres par un mou- 
cement helicoidal, on obtiendra toutes les droites dii complexe en 
faisant siibir a ce systeme ,de droites les translations et rotations 
precedentes, Considerons les di'oites dont les coordoi^nees a, p sont 
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ijulles, et (‘h(‘rchoiis purmi ces clroites celles qui apparliemieal au 
complexe; nous troiivons les clroites 

bx = me, cy — bz = 

qui constituent une famille de g*eneratnces du paraboloide 

,/•// — ms = o. 

Par consequent, pour obienir toiites les clroites (Tun complexes il 
sufjit de prendre un systeme de yeneratrices dan paraboloide 
equilatere et de lui faire sabir tons les deplacements helicoi'daux 
ayant pour axe Vaxe du paraboloide. 


Reseau de complexes 

7 . — = o, o, tp" = o etant les equations de trois complexes 

liiieaires, un r6seau de complexes sera defini par Tequation 

A(I> + 7/$' 4- = o. 

Gonsiderous les droites communes a tous les complexes du reseau, 
e’est-a-dire communes aux trois complexes 0 = 0 , <t>'=o, 4>" = o; il 
y eu a 00 ^ ; elles appartieunent aux complexes speciaux du reseau, on 
peut les definir, en general^ au moyen de trois de ces complexes sp^- 
ciaux. Or un complexe special est forme de toutes les droites x'encontrant 
sa directrice ; les droites precedentes rencontrent done trois droites 
fixes quelconque, elles constituent un systeme de g-eneratrices d’une 
quadrique, le deuxieme system de g'eneratrices comprenant les direc-- 
trices des complexes speciaux du reseau. 

Application. — On peut definir un complexe par cinq droites 
rC appurtenant pas a une mime congruence lineaire. Soient en efiet 
les droites i, 2 , 3, 4^ 5; donnons nous un point P et cherchons-en le 
plan polaire. Gonsiderons les droites i, 2 , 3, 4; il existe deux droites 
(A), (A% qui rencontrent ces quatre droites : ces droites sout conju- 
^uees par I'apport au complexe, et alors la droite passant par P et 
s’appuyant sur (A), (A'), appartieiit au complexe, De m^me en consi- 
derant les droites 2 , 3, 4» nous aurons une deuxieme droite pas- 
sant par P et appartenant au complexe ; le plan polaire de P est alors 
detei-mine par ces deux droites. 

Remarque. — Pour trouver les droites communes a quatre complexes 
tl) = o, 4 >'=o, <>''=0, <>"^=0, 

on pourra, de meme, en general^ substituer, k ces complexes, quatre 
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des complexes speciaux contenus daus la famille des oo^ complexes. 

Le probleme revient ainsi a troiivei- les droites qui reucontrent quatre 
droites fixes quelconques ; et a, comme on salt, deux solutions. 


Courbes du oomplexe 

8. — Proposons-uous de detei-miner les courbes du complexe 

r = kc. 

Coiisiderons ime droite passant par un point {x, r) et de coefficients 
directeurs a, c; pour qu’elle appartienne au complexe, il faut et il 
suffit que 

bx — ay = kc. 

L’equation differentielle des courbes du complexe est done 

(1) xdy — ydx — k.dz. 

Cette equation s’ecrit 

[£) = 

Posoiis 

( 2 ) ks = Y, ^==X, .7^ = P; 

Inequation precedente clevient 

dY — Pc/X = 0 ; 

elle montre que P est la d^rivee de Y par rapport k X. On obtient done 
rint%rale g*enerale de (i) en faisant, dans les Equations ( 2 ), 

(3) X = Y = P=^. 

On obtient ainsi x, y, z exprimees eu fonction d’une variable arbitraire t 
au moyen de deux fonctions arbitraires. Si on prend pour variable 
independante X, il suffira de poser : 

Y=/(X), P=/(X); 

dnou les equations de la courbe : 

(4) *'=/(S). - =/(!)■ 
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Ell posaut euiili : 


t = 

X 


u. 


on obtieiit les expressions de j?, r en fonction de ii : 

(5) .r=V/(K), y=us!J\n), 


II est facile, ea particularisaat la forme de la fonction J', d’obtenir 
des courbes remarquables du complexe. 

On obtiendra toutes les courbes algehriques du complexe eu pre- 
nant pour /*une fonction algebrique de u. Posons ea particulier 


alors 






d’ou 




X = w. 




34 " ’ 


ces’ equations sont celles d’une cubique gauche osculatrice au plan de 
rinfini dans la direction x = y — o, Reciproquement on peut par 
une transformation projective ramener les equations de toute cubique 
gauche a la forme pr^eedente, d*ou il resulte que les tangentes a ioiite 
cubique gauche appariiennent a un complexe lineaire, 

2? Les formulas generales ( 5 ) contiennent un radical, provenant de 
ce qu’on a pose x^=^. On fera disparaitre le radical en choisissant 
le parametre de fa^on que P soit carre parfait. Pour cela considerons 
la courbe plane X = 9 (f), Y = t}/ (?), comma enveloppe de la droite 


X, Y sont tels que 


Y — «'X + 26(tt) = 0 ; 


dX. 


= u^; 


etTenveloppe est definie parTequation de la droite et par 

— mX+ e'(«) = o; 


d*ou Ton tire 

x = ?^, Y = uft'(M)— 2e(a); 


d’ou 

(7) x=a, y = 6 '(k), ^ ^ j^«6 '(“) — 26(m; j. 
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Ces formules permetleut de troiiver Loutes les courbes uiiicursales 
dll complexe ; il n’y a qu’a prendre pour m une fonctioii ration iielle 
d'uu parametre arbitraire, et pour 0 uue fonction rationiielle de 
3 . — L’t^quation differentielle (i) s'ecrit encore : 

4- cl {&VC t§- ^ = kdz ; 

posoiis : 

fa = Y. ..■ctsJ=X, ^ + = 

Ell preiiant X comiiie variable independante, on obtient I’integ'rale 
i^enerale sous la forme : 

arc tg- (0, kz =/( u), .r- + .y- ! 

Ce qiii s’ecril : 

( 8 ) X ~ \/f{ta), cos <0. = Vy'(“) siu to, 5 = .^/(;to). 

On obtient des courbes particulieres en prenaut : 

/(a>) = R^<o + C; 

d’ou : 

(9) cr = R cos ct>, ^ = R sin w, r = ^ w + t/. 

Ce sont des helices tracees sur des cyliudres de revolution autour de 

1 axe du complexe. Le pas de ces helices — ^ est uniquemeut fonction 

de R ; done ioates les helices da complete tracees sur an m^me 
cylindre ay ant Vaxe dii complexe pour axe ont jnime pas. 


Propri6t6s g^n^rales des courbes du complete 

II resulte immediatement de la definition des courbes d’un complexe 
que, dans an complexe lineaire^ le plan polaire d’un point dune 
courhe du complexe est le plan osculateur d la courbe en ce point 
[Ch. IX, I i]. Gonsid^rpiis alors les plans osculateurs a une courbe du 
complexe issus d’un point P. Soit A Tun des points de contact; le plan 
osculateur en A (^tant le plan polaire de A, la droite PA appartient au 
complexe, et par suite est dans le plan polaire de P. II en resulte que 
les points de contact des plans osculateurs issus d'un point a une 
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ronrhe (Viut cjmplexe lineaire sont dans un metne phut passant par 
CP point. Ell particulier les points de contact des plans osrulafenrs 
issus dan point a ane cabiqne gauche sont dans an nd/ne plan pas- 
sant par le point donne. 

Pi*euoiis Ips formiiles ( 71 . Nous trouvons : 

A = y'z" — z’y” = ^ f)T' = | 9". 


B = s'a;'' — .r'r" = — “ e"' = — O'", 


C = jc’y ' — y'jc" = r' ; 


et 


^ y 

x” if 


= 7-6'"''^ 

th 


X' If r"' 

On voitaiors que la torsion an point (ti;, y, i:) est dounee par 


T = 


= 


Elle ne depend que du point, et pas de la eourbe. Done toates les 
courbes du complexe lineaire passant par an point ont mime torsion 
en ce point {Sophus Lie). 


Surfaces normales du complexe 

(j. — 11 11 y a pas lieu de rechercher les surfaces d\in complexe 
lineaire. Soit en effet le complexe lin6aire 

ay — bx kc= o ; 

le plan polaire du point (j?, y, z) est parallfele au plan 
Xy — Yx^kZ = o, 

et pour qu’uiie surface z=f {x^xj) fdt taug^ente a ce plan, il faudrait 
que : 

-- I 

"TT’ 

X 

19 


y — X 

Vessiot 
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Or la condition d’integrabilite 

d^p 

Zy Zsc 

n’est pas realis^e. Le probleme est done impossible. 

Gherchons alors les surfaces dont les normales sont des droites du 
complexe. Nous aurons k int^gi'er I’equation aux deidves partielles 

py — qx — k — o, 

cequi revient a I’inte^ration du systeme 

y — X k ’ 

qui est precis6ment le systeme auquel on arrive lorsqu’ou recherche 
les courbes normales aux plans polaires de leurs points. Ce systeme 
s’ecrit ; 

= — y.dt^ dy = x.dt^ dz — — k.dt ; 

et s’integ-re immedialement. Comme t n'est defini qu’k une constante 
additive pres, I’int^grale g*4n6rale s’^crira : 

^ = R cost, ^ = R sint, z — — kt + h. 

Ces trajectoires orthogonales dependent de deux constantes arbi- 
traires. Ce sont des helices circulaires ayant toutes m6me pas, trajec- 
toires d’un mouvement h^lico'idal uniforme de pas — 2/c7t. 

De la Y interpretation cinematique du complexe lineaire : consi- 
derons un mouvement helicoidal uniforme ; k chaque point M corres- 
pond la vitesse de ce point, et le plan polaire du point M dans le com- 
plexe est le plan perpendiculaire k cette vitesse. Le complexe lineaire 
est constitue par les normales aaxvitesses du mouvement instantane 
d'un corps solide. 

Les surfaces normales du complexe sont d^finies par les equations 

x = v cos u, y — vsinu, z = — + 9 (u) ; 

car elles sont engendrees par les helices pr6cedentes. Ce sont les hdli- 
coides engendr^s par un profil quelconque dans le mouvement prece- 
dent. Les Equations precedentes repr^senteut d’ailleurs rh^lico'ide le 
plus g6n6ral. II en r^sulte que les normales issues d'un point a un 
helicotde sont dans un mime plan (plan polaire de ce point). 

Remarque. — Les helices trajectoires orthogbnales des plans 
polaires s’obtiennent en faisant n == c^®, et leurs trajectoires orthogo- 
nales sont les courbes du complexe situ^es sur les surfaces prec6- 
dentes. Cherchons-les. Formons I’^lement lineaire sur ces surfaces : 
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ou : 


ds^ = d,Tr -f- dy' 4- dzr = 'cos a.dv — v, sin a. du)' -f- 
(sin K. dv 4- gos m. du)' 4- ( — ^ du 4- ^d-duY, 


ds~ = (v^+ fc^)da~ — *iko\dadv 4- (i 4- dv~. 


Les trajectoires ortho^onales des helices v — dv — o, sont defi 
nies par I’equation 


{o^ 4- k~) da — ko',dv = o 

d’ou : 

Leur determination depend d’une quadrature. 


Surfaces r6gl6es du complexe 

10 . — Considerons uue surface r^glee dont les generatrices appar- 
tiennent au complexe; soit (G) uiie de ses generatrices ; elle appartient 
au complexe, done a chacun de ses points M correspond un plan (P) 
qui en est le plan focal ; d’autre part au point M correspond aussi 
homographiquement le plan tangent a la surface en ce point; il en 
resulte qu’z7 y a correspondance homographiqae entre le plan 
polaire d'un point de la yen^ratrice et le plan tangent a la surface 
en ce point; dans cette homographie il y a deux 616ments doubles, 
done SUP chaque generatrice de la surface il existe deux points^ 
A, B, tels que les plans polaires de ces points soient tangents d la 
surface, Considerons le lieu des points A sur la surface; en chacun 
de ces points le plan tangent a la surface est le plan polaire de A ; la 
tangente a la courbe, qui est dans le plan tangent a la surface, est 
done dans le plan polaire; done le lieu des points A, et aussi le lieu 
des points B, qui peuvent dailleurs se confondre algebriquement^ 
sont des courbes du complexe. Le plan osculateur en chaque point est 
le point polaire, done il est tangent k la surface; ces courbes sont 
done des asymptotiqaes de la surface regUe ; les asymptotiques se 
determinant d^s lors au moyen d’une seule quadrature [Ch. V, § 10 ]. 

Il pent arriver que les generatrices de la surface appartiennent k 
line congruence lineaire ; elle's appartiennent alors a une infinite de 
complexes lineaires, et pour chaque complexe, on aura deux lignes 
asymptotiques, courbes de ce complexe. On obtiendra ainsi toutes les 
asymptotiques sans aucune integration. Les generatrices de la sur- 
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face precedeiite s'appuient alors sur deux directrices fixes. C’est le 
cas des conoides a plan directeur et des surfaces r^glees g'enerales dii 
troisieme ordi'e [Gh. V, | lo, p. ii3]. Inversemerit on verrait faci le- 
nient qu’une courbe quelconque du complexe est asymptotique d’line 
infinite de surfaces reg'lees du complexe; on peut done au moyen de 
ces surfaces reglees trouver une courbe quelconque du complexe. 

Si les generatrices de la surface appartiennent a un complexe 
lineaire special, les courbes du complexe sont des courbes planes dont 
les plans contiennent la directrice du complexe ; les surfaces nor- 
males du complexe sont de revolution autoiir de la directrice ; les 
surfaces reglees du complexe sont des surfaces dont les generatrices 
rencontrent une droite fixe ; cette directrice est une asymptotique de 
la surface, et les autres asymptotiques se determinent par deux qua- 
dra tiu'es. 
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TRANSFORMATIONS DE CONTACT. — TRANSFORMATIONS 
DUALISTIQUES. - TRANSFORMATION DE SOPHUS LIE, CHANGEANT 
LES DROITES EN SPHERES 


Elements et multiplicit^s de contact 


I, — Repreaons d’abbrd, en les compl4tant, les notions de la g‘6o- 
m^trie des elements de contact, introduites au chapitre VI, | 4, et 
souvent utilis^es dans les chapitres suivants : 

Un element de contact est I’ensemble d*un point M et d’un plan (P) 
passant par ce point. Un tel ^l^ment est d6fini par ses cinq coor- 
donnSes : les coordonnees (x, z) du point, et les coefficients de 
direction (/?, y, — i) de la normale au plan. 

Considerons un point A, les elements de contact de ce point sonl 
formAs par ce point et tons les plans passant par ce point ; les coor- 
donnees z sont fixes, et q arbitraires. Un point possede done 
00 ® Aements de contact. 

Considerons une courbe ; un de ses elements de contact est forme 
d’un point de la courbe et d’un plan tangent k la courbe en ce point ; 
les coordonnees sont: x, y, z, fonctions d’un parametre arbitraire m, 
et /?, q lies par la relation : 


dx . dv dz 

PTa"^^Tu-Tu 


o. 


II y a done deux parametres arbitraires. Une courbe possede oo® ele- 
ments de contact. 

Considerons maintenant une surface ; un de ses elements de contact 
est forme par un point et le plan tangent ea ce point ; ses coordonnees 


sont X, y, z —f{x, y), p ■■ 


^ , y =-^ . II y a deux parametres arbi- 


to 


traires, done une surface poss6de oo® elements de contact. Remar- 
quons que jo, q peuvent ne dependre que d’un seul parametre ; c est le 
cas des surfaces developpables, qui possfedent ainsi oo® points et oo^ 
plans tangents, et correspondent par dualite aux courbes, qui posse- 
dent 00 * points et oo® plans tangents. 
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Les points, conrbes et surfaces, qui sont engendrees par oo® elements 
de contact, sont appeles multiplicites^l^. Plus g^neralement on appel- 
lera multiplicite toute famille d’elements de contact dont les coor- 
donnees verifient la relation : 

(i) dz — pdx — qdy = o. 

Si ces coordonnees ne dependent que d’un paramfetre arbitraire, on 
aura les multiplicltes ; si elles dependent de deux paramtoes 
arbitraires, on aura les multi plicites Mg. 

Cherchonsa determiner toiitesi les multiplicltes Mg : Les coordon- 
nees X, z, p^ q sont fonctions de deux parametres arbitral res : 

y=giu,v), z=h{u,v), p=k{a,v), q = l{ii,v). 

Gonsiderons les trois premieres relations ; on peut ^liminer entre elles 
V ; et, par suite de cette Elimination, on peut obtenir une, ou deux, 
ou trois relations. 

Supposons d’abord qu’on obtienne une relation : 

¥(x, y,z) = o 

5, par exemple, est alors fonction de y ; et si on ecrit que la rela- 
tion (i) est satisfaite quels que soient on obtient : 



Ce qui donne les ElEments de contact d’une surface. 

Supposons qu’on obtienne deux relations : 

F(x, y, z) = o, G(x, y,z) = o ; 

deux des coordonnEes sont fonctions de la troisieme ; par exemple 
X, y sont fonctions de z : 

^ = ?(A U = 

ces equations definissent une courbe et Tequation (i) devient : 
dz — p(^\z)dz — = O 5 

ou : 

4 - q^'{z) — 1 = 0 . 

Le plan de TelEment de contact est done tangent k la courbe, et n’est 
assujetti qu’a cette condition : on obtient done Jes elEments de contact 
d’une courbe. 



TRANSFORMATIONS DE CONTACT 2^0 

Eafin si on obtient trois relations, c’est que x, y, z sont des con- 
stantes ; Tequation (i ) est v6rifiee quels que soient /?, y, qui sont alors 
des paramMres arbitraires, et on a ies elements de contact d'un point. 

Cherchons maintenant les multiplicites ; a?, />, q sont fonc- 

tions d’un seul paranatoe : 

y=g{f)^ z = h{t), p=k{t), q = l{t). 

Gonsiderons les trois premieres equations, et entre elles ^liminons t- 
Nous obtenons deux ou trois relations. 

S"il y a deux relations, le lieu des points de la multiplicity, qu’on 
appelle aussi support de la multi pli cite, est une courbe, et les plans 
ne dependant que d’un parametre, k chaque point de la courbe corres- 
pond un plan tangent dytermine ; on a une hande d' eliments de 
contact. 

S’il y a trois relations, x, y, z sont des constantes, le support est 
un point ; on a alors une famille de plans dependant d'un parametre 
et passant par un point fixe ; e'est ce qu’on appelle un c6ne Siemens 
taire, 

Considyrons deux multiplicitys ; elles peuvent avoir en commun 
zyro ou un yiyment de contact, ou une infinite. 

Considyrons le cas d’^^7^ element de contact commun ; si les multi- 
plicitys sont deux points A, A', il ne pent y avoir un yiyment de con- 
tact commun que si les deux points sont confondus^ et alors il y a oo^ 
eiyments de contact communs. 

Si les multiplicitys sont un point et une courbe, le point est sur la 
courbe, et tous les plans tangents k la courbe en ce point appartiennent 
k des yiyments de contact communs, qui sont ainsi au nombre de oo^. 

Si les multiplicitys sont un point et une surface, le point sera sur la 
surface, et Tyiyment de contact commun sera unique et constituy par 
le point et le plan tangent a la surface en ce point. 

Gonsiderons deux courbes ; si elles ont un yiement de contact com- 
mun, elles se rencontrent en un point, et si elles n’y sont pas tan- 
gentes, il n y a qu’un yiement de contact commun. 

Gonsiderons une courbe et une surface ; il y aura un yiyment de 
contact commun si la courbe est tangente k la surface. 

Enfin deux surfaces ont un yiement de contact commun si elles sont 
tangentes en un point. 

Il y aura oo* elements de contact communs pour un point sur une 
courbe, deux courbes tangentes en un point, une courbe situye sur 
une surface, deux surfaces circonscrites le long d’une courbe. 

Gonsidyrons un point qui decrit une courbe ; nous avons une 
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famille de 00^ points dont chacun donne a la courbe 00^ Elements de 
contact. 

Gonsid^rons une surface engendree par une courbe : nous avons 
00^ courbes dont chacune a en commun avec la surface une bande, et 
par suite donne a la surface cx»^ elements de contact. 

Consid^rons la surface enveloppe de 00^ surfaces ; envelop- 

pee a en commun avec Tenveloppe une bande de 00^ elements de con- 
tact. Dans les trois cas, nous avons oc^ multiplicit^s Mg generatrices, 
donnant chacune a la multi plicite engendree c»^ elements de contact. 

Considerons le cas ou chaque element generateur ne donne au con- 
traire qu’un element de contact a la multiplicite engendree : oo® points 
engendrant une surface ; oc^ courbes formant une congruence de 
courbes (dans cecas, comme danscelui des congruences de droites, il y 
a en general une surface focale, tangente a chacune de ces courbes, et 
ayant avec chacune un element de contact commun) : enfin si on consi- 
dere 00^ surfaces, elles ont une enveloppe qui a en commun avec cha- 
cune d’elles un element de contact. 

Remarques, — Dans les trois cas precedents, quand nous disons 
que chaque element generateur donne un element de contact a la 
multiplicite, il faut entendre que cette multiplicite peut se decomposer 
eu nappes, et que cela s applique alors k chacune des nappes separe- 
ment. 

2® Il y a un cas exceptionnel, celui de courbes ayant une courbe 
pour enveloppe ; on a alors 00^ courbes donnant chacune a cette enve- 
loppe 00* elements de contact. 


Transformations de contact 

2. — On appelle transformation de contact toute transformation des 
elements de contact qui change toute multiplicite Mg en une multi- 
plicite Mg. Une telle transformation est deKnie par cinq equations : 

(0 y, z,p, q), y’=g{x, y, s,p, q), z'=h{a'.,y, z,p, q), 

P' = y, z, p, q), q' = l{x, y, z, p, q). 

Si r^Idmeiit de contact variable {x, y, z, p, q) appartient k une multi- 
plicite, ses coordonnees verifient la condition ; 

(2) dc — pdx — qdij — Q^ 

et, pour que Teiement transforme {x\ y\ p\ f) appartienne aussi ii 
une multiplicite, il faut et il suffit que ; 
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(2') dz — — q'dif — o. 

Une transformation de contact est done definie par des equations (i) 
telles que chacune des equations de Pfaff (2), (2^) se transforme en 
Tautre quand on v fait le chaiij^ement de variables defini parces (Equa- 
tions. G’est ce qu’on exprime en disant que les transformations de 
contact sont les transformations en r,/?, q qui laissent invariante 
r^quation de Pfaff (2;. 

Une telle transformation change deux multiplicites ayant uii element 
de contact commun en deux multiplicites ayant un element de contact 
commun ; et de m^me deux multiplicites ayant 00^ elements de contact 
communs en deux multiplicites ayant oo^ elements de contact communs. 
Une transformation de contact change les points, courbes et surfaces 
en points, courbes, ou surfaces, indistinctement. 

Reprenons les equations de la transformation, et entre elles 61 imi- 
nons p.q^ p\ q\ nous obtenons une, ou deux, ou trois relations entre 
\ x\ y\ z\ 

Transformations ponciuelles prolonqees. — Si on obtient trois 
relations : 

(3) ,r' =/(aJ, y, s), y'= g{x, y, 5 ), r' = k{x, y, s), 

dans la transformation de contact est contenue une transformation 
ponctuelle. Une telle transformation change un point en point, une 
courbe en courbe, une surface en surface; deux courbes qui se ren- 
contrent se transforment en deux courbes qui se rencontrent, deux sur- 
faces tangentes eri deux surfaces tangentes. A un element de contact, 
commun a deux multiplicites, correspond un Element de contact com- 
mun aux deux multiplicites ti'ansformees. On obtiendm p\ q‘ en 
fonction de /?, q en considerant r' comme fonction de x\ y\ Alors : 

+ qdy\ dy'= ds' = ... 

Eliminant (ir, dy entre ces trois relations, ou obtient une (Equation 
de la forme : 

a?5'= k{x, y, 5 , p, q) dx' + I{x, y, s, p, q) dy', 

d"ou : 

p' = y, z. /), q), f = l{x, y, r, p, q). 

On dit, dans cecas, que la transformation de contact est une trans- 
formation ponctuelle prolongee. 
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Cas d’une seule Equation directrice 

3 . — Supposons maintenant que Ton obtienne une relation d’elimi- 
nation 

( 4 ) i/, s ; y\ 5') = o. 

Consid^rons un point A (x^ r) du premier espace ; cherchons la 
multi pi icite qui lui correspond dans le deuxi^me espace ; elle est 
engendr^e par des elements de contact dont les points sont li 4 s au 
point A par I’^quation ( 4 ) qui repr^sente une surface S a. La multipli-r 
cite correspondant k un point est une surface. Si on a une courbe lieu 
de points A, illui correspond une famille de 00^ surfaces, et la multi- 
plicite engendree par ces surfaces, c*est-a-dire leur enveloppe, sera la 
transformee dela courbe. Enfin si on a une surface lieu de 00^ points A, 
il leur correspondra oo^ surfaces dont Tenveloppe correspondra k la 
surface donnee. 

L' Equation ( 4 ) s'appelle U equation directrice de la transformation ; 
elle d^finit les surfaces homologues, dans le deuxifeme espace, des 
points du premier espace ; et inversement. 


Transformations dualistiques 

Supposons, en particulier, la relation ( 4 )biliueaire en x, y^ s; x\ y\ z\ 
A chaque point du premier espace correspond un plan du deuxieme 
espace, et reciproquement. A 00^ points du premier espace corres- 
pondent oc^ plans distincts. Soit 

, Ax' + By^ ^ Cz' -f D. 
ou ; 

A==:ux + vy + wz + h, B — u'x + G = 

J) = u'"x +... 

Pour avoir la transformee d’line surface 

J{x', y\ z') — 0 

il faut prendre Tenveloppe des plans Q = 0, od^y\ z' etant lies par la 
relation precedente, ce qui donne : 

A__ ^ _ L _ D 

D//' 7>d 7>t' 
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Telles sont les equations de la transformation. II faudra que Von en 
puisse tirer ic, r, done que les formes A, B, C, D soient indepen- 
dantes, et alors Tensemble des plans il = o constitue bien I’ensemble 
de tous les plans de I'espace. La transformation prec^dente est une 
frans/ormation dualistiqae. 

Remarquons que I’ensemble des transformations de contact forme 
evidemment un groupe [Cf. p. 234] ; une transformation de contact 
pent souvent, par suite, se decomposer en transformations de contact 
plus simples. Nous aliens voir que e’est le cas pour les transforma- 
tions dualistiques. 

Prehons pour nouvelles variables : 

Y-® 7-^. 

I 

alors 

Q = Xx' 4 - + Zs' + 1 = 0, ^ 

et la transformation est une transformation par polaires reciproques 
par rapport a la sphere 

+ 1=0. 

Done toute transformation daalistique se ramene a la transfor- 
mation precedente saioie d'une transformation projective ; et red- 
proquement, 

Remarque, — On verrait, d’une maiiiere analogue, que toute trans- 
formation dualistique pent aussi se ramener k la m$me transforma- 
tion par polaires r6ciproques,/?r<?ce<i<?e d’une transformation projective. 
Si done on eflfectue successivement deux transformations dualistiques, 
le resultat final obtenu (ou produit de ces deux operations) est une 
transformation projective. 

Transformations dualistiques involutives, — Gherchons toutes les 
transformations dualistiques qui sont symdriques, ou involutives^ 
e’est-k-dire telles que le plan homologue d’un point soit le m^me, 
qu’on considkrele point comme appartenanta Tun ou k Tautre espace. 
Les Equations: 

y, -s ; X', y', s') = o, Q(x', y', s' ; x, y, s)= o, 
doivent 6tre 6quivalentes ; il existe done un facteur constant /e tel que : 

Q(x, y, s; d, y', s') ^ k y', s'; x, y, s) ; 
faisons x' = x, y' = y, s' = s, 

Q(x, y, s ; x, y,s)^k Q{x, y, s; x, y, s ) ; 
alors ou bien y, s; x, y, s) = o, ou bien k — i. 
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Si n = 0, le plan correspondant a un point passe par ce point. On 
a, quels que soient cc, 5, 

x{n'x vy + wz -h A) + v'y 4* lo'z + A') + z{n"x + ...) 

+ w"'a? + ^ o ; 

ce qui revient k 4crire que le determinant 

w V w A 
ir w’ A' 
if v” w” If 
if* v”* w”* hf* 

est un determinant symetrique gauche, done de la forme : 

0 G — B P 

— G 0 A Q 

B —A 0 R 

— P — Q — R 0 

L’equation directrice s’^crit done : 

Q=a;'(Gjy — B5 4* P) + .y'( — Go? 4- kz + Q) + z*(^x — Ay 4- R) 

— Pa? — Qy — R5 = o, 

ou : 

k{yz* — zy') 4- B(5.r' — xz’) -f C{xy* — yx*) 4 P(a? — x*) 4 

+ Q{y —y') + — ^')=o. 

C’estTequation d’un complexe liueaire ; et lieu des points (a?', y', z') 
associes au point (x, y, z) est le plan polaire du point (x, y, z) par 
rapport a ce comple.xe. Le plan polaire d’un point est la multiplicite 
transformee de ce point, et reciproquement. Par suite, la transformee 
d’une droite est sa conjug'uee ; et une droite du complexe est k elle-meme 
son homolog’ue. Deux multiplicites homolog’ues Mg sont les deuxmul- 
tiplicites focales d’une congruence de droites du complexe, et r6cipro- 
quement. Gar une multiplicite Mg peut toujours Stre consideree 
comme une multiplicite focale de la congruence des oo^ droites du 
complexe qui ont, en commun avec elle, au moins un element de con- 
tact; et ces droites etant k elles-memes leurs homologues, la multipli- 
cite transformee de Mg doit avoir elle-meme au moins un element de 
contact commun avec chacunede ces droites. 

A une courbe correspond en general une developpable ; k une courbe 
du complexe correspond la developpable de ses tangentes. 

Si nous prenons maintenant la solution A = i, nous avons ; 

x*{ux 4 yy 4 4 A) 4- ,-t =x{iix* 4 vy* 4 wz' 4 A) 4 
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la forme 12 est svmetriqiie eii y, - ; y\ s' et s ecrit : 

Q = Xxx' + Bi/y' + Crr' -f- ^K^s' + s;y') + -f xs') -f 

+ P,xi/' + y^') + QCj? + Jc') + R(^ -f y') + S(5 + s') + T. 

Les deux points (j?, y, s) {x\ y\ s'), sont done coiiju^Ties par rap- 
port a la qiiadrique 

Xx'^ + 4- Cs- -h 2M^5 4- 2?Nr^ 4“ 2Pxy 4- 

4" 2Qx 4“ 4” 2 Sg 4” 0* 

Nous obteuons done la transformation par polaires reciproques la 
plus g’enerale. 

La transformation de Legendre est donuee par la quadrique 
x^ 4- y'^ — 2s = o. L’equation directrice est xx' 4- yy' — s — s'= o ; 
et les equations de la transformation sont : x' = p, y' = q, p' = x, 
q’ — y, s' — px + qy — z. 

Remarque. — Pour avoir les equations d’une transformation de 
contact definie par une seule Equation directrice 12 =r o, on pourra 
ecrire que T^quation 

(2') dz' — p'dx' — q'dy' = o 

est consequence des equations 

( 2 ) dz — pdx — qdy = o, 

(5) = 0 ; 

ce qui equivaut a poser une ideiitit6 de la forme : 

(6) ds' — p'dx' — q'dy'= \{ds — pdx — qdy) 4- p.. c/12. 

Soient enelfet, 12 = o, 12^ = o, 12^ = 0 cinq equations distinctes 
en X, y, z,p^ q\ x', y', s', p', q', definissant la transformation. L’inva- 
riance de Tequation (2) s’exprime par une identity de la forme : 

ds' — p'dx' — q'dy' = \{dz — pdx — <ldy) 4- 

4“ p- dQ> 4” P'1 dOi^ 4“ ••• P'4 dH^. 

Et si p-i, ...» p.4 n’etaient pas nuls tous les quatre, on conclurait de 
Ik que (p-i dCl^ 4- ••• + P4 dQj^) ne contient que les differentielles 
dx, dy, ds ; dx', dy', ds', sans 6tre identiquement nulle. Les Equations 
de la transformation entraineraient done deux relations lin6ai res et 
homo^enesen dx, dy, dz ; dx', dy', ds', a savoir : 

do, = o, p.j^ dOt^ 4“ p *4 dOi^^^ o. 
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Elies eatraineraient done deux relations eiitre les variables z \ 
x\ y\ ce qui est contraire k Thypothese. 

On identifiera done les deux membres de I’equation (6) ; ce qui don- 
nera six equations ; si entre elles on elimine X, u, on aura quatre Equa- 
tions, qui, jointes a Q = o, donneront x\ y\ z\ p\ q' en fonction de 
jj, y, i:, jO, ou inversemeiit. 


Gas de deux Equations directrices 

4. — Passons au cas oii on obtient deux relations : 

(7) Q{x, y, z; x', y\.2^)—o, Q{x, y, z\x', y',s'') =o, 

en eliminant /}, q ; p\ q' entre les equations (i) de la transformation 
de contact considEree. A un poiut M (.r, z) du premier espace cor- 
respond dans le deuxieme espace uiie courbe (O') dEHnie parces Equa- 
tions (7) en x\ y\ z\ A une courbe lieu de 00^ points M correspond une 
sui'face eng“endrEe par les 00^ courbes (C') homolog'ues, a une surface 
(S) lieu de 00^ points cori'espond la cong'ruence des courbes (G% 
homologues de ces points ; une telle congruence a en geiiEral une sur- 
■ face focale, tangente a toutes ces courbes, et qui sera la transformEe 
de la surface (S), 

Pour avoir les Equations d’une telle transformation, on ecrira que 
la relation 

dz' — p^dx' — q'dy^ = o 
est consEquence des relations : 

dz — pdx — qdy = 0, dil =0, ^/0 = 0 ; 

ce qui doune une identitE de la forme : 

(8) dz^ — p'dd — q'dy^ ^ \{dz — pdx — qdy) -|- (i.d£2 v^/0. 

On prouverait, comme ci-dessus, Texistence effective d’une telle 
identitE. En identifiant, on a six Equations ; si entre elles on Elimine 
\ jjL, V, on a trois Equations qui, jointes k 12 = 0, 0 = 0, donnent les 
formulas de la transformation. 

Transformation de Sophus Lie, changeant les droites 
en spheres 

Supposons, en particulier, les Equations (7) bilinEaires. A un point M 
{x^y^z) correspond une droite (D'j. Aux 00® points M correspond un 
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complexede droites(D'), soit(K'). Dememe a tousles points dudeuxie- 
me espace correspond dans le premier espace un complexe (K;. Etu- 
dions la nature de ces complexes. Gonsiderons, a cet effet, une seule 
des equations (7) : elle definit une transformation dualistique, dans 
laquelle chaque point M a pour homoloq’ue un plan (P'} ; Tautre equa- 
tion definit de meme une transformation dualistique, qui fait corres- 
pondre au m^me point M un plan (O'; ; et la droite (D') est Tintersec- 
tion des plans (P'), (Q') qui correspondent ainsi au point M par ces 
deux transformations dualistiques. Or on a vu que le produit de deux 
transformations dualistiques est une transformation projective : done 
le complexe (K') est le complexe des droites suivant lesquelles se cou- 
pent les plans qui se correspondent dans une transformation projec- 
tive. Un tel complexe s'appelle complexe de Reye^ ou complexe 
tetraedraL Rappelons-en les propriet^s, dans le cas general : les droites 
du complexe sont coupees par le tetra^dre forme par les quatre plans 
invariants de Thomographie en quatre points dont le rapport anhar- 
monique est constant. Le rapport anharmonique des quatre plans 
menes par une droite du complexe et par les quatre sommets du m 4 me 
tetraedre est constant (Von Staudt). Le complexe (K') est du second 
degre, et la surface des singularites est constituee par les quatre faces 
du tetraedre. 

Gelapose, revenons a notre transformation de contact : a une courbe(G) 
correspond une surface reglee du complexe (K'j. A une surface (S) 
correspond une congruence de droites appartenant au complexe (K') : 
cette congruence admet deux multiplicit^s focales ; done a un element 
de contact du premier espace correspondent deux elements de contact 
de Tautre. 

Gherchons les equations des deux complexes (K) et (K'). Soient : 

Q = Aj?' 4- + Cy + D, 0 = Lx' -h My' + N^' -h P, 

A, B, P 6tant des fonctions lineaires de .c, y, z, 

SoitM'(^', y\ z') un point du deuxieme espace. Soit (D) la droite cor- 
respondante ; si (jj, y, z) et 5^) sont deux points de cette droite, 

ou a : 


Q(j?, y, z ; x', y\ z') = 0, 0(j?, y, z ; od , y', z') = o, 

a(xo, yo, Zo ; x'. y\ z') = 0, 0(n?o, y^^, Zq ; x', y', z') = 0. 

Eliminons x', y\ ir'entre ces quatre Equations, nous obtenons, end^si- 
gnant par Aq, Bq, Pq ce que devieunent les fonctions lineaires 
A, B, P, quandon y remplace n?, sparoio, y^y z^\ 
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A B G D 

‘^0 ^0 ^0 ^0 

L M N P 

Lj) My N() Pq 

C’est Teq nation du complexe. En developpant par la regie de Laplace, 
on trouvera une equation du second degre par rapport aux coordonnees 
de la droite, definies aumoyeii des deux points (^, y, 5), (j?y, ^q, Sq), 
Le complexe (K), et de meme le complexe (K'j, est done bien, en gene- 
ral, du second degre. 

A line courbe (G) correspond une surface reglee engeiidree par la 
droite (D'). Gherchons si cette surface reglee pent 6 tre developpable. 
Les droites (D') out pour equations : 

Ax' + Bt/' + Cs' 4- D = o, Lx' + M^' -f N*:' -}- P = 0 ; 

J 3 , 5, et par suite A, B, G, D, etant fonctious d’un parametre a. 

Exprimons que cette droite rencontre la droite infiniment voisine : 
nous adjoignons a ses equations les Equations : 

x'dA -|- y^dB -{- s'dC dl} = 0, x'dL 4- y'dlSl 4* £'d^ 4 * ^P 0 j 

d’ou la condition, qui definira la courbe (G) : 

A B G D 

L M N P _ 

dA dB dC dD 

dL cflVI G^P 

Mais requatioii du complexe (K) peut s’ecrire, en posaut : 

Ao - A = AA, Bo ^ B = AB, Po -- P = AP, 

sous la fiorme : 

A B G D 

L MNP ^ 

AA AB AC AD 

AL AM AN AP 

Or A, B, ... P etant des fonctions lin 4 aires, les accroissemeiits AA, 
AP sont formas avec : 

Aj? = j?o — ^ 1 / = 1/0 — \s=Sq — r, 

comme les diff^rentiolles dA, ..., dP sont form^es avec dx, dy, dz- 
L’ equation de la courbe (G) se d(^duit done de I’^quatiop du complexe, 
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telle que sa taucceute appartieiit au complexe ( K). 

Aux courbes du premier complexe correspondent done des develop- 
pables dont les g’eneratrices so at des droites du second complexe, et 
dont, par suite, les aretes de rebroussement sont des courbes du second 
complexe A chaque point M d’uae courbe (G) du premier complexe 
correspond une ^eneratrice (T') d'uiie developpable : soit M' son point 
de contact avec I’arete de rebroussement. Si on considere Telement 
lineaire forme d'un point M, et de la droite (T) du premier complexe 
passant par ce point et tangeiite a (C), il lui correspondra Telemeiit 
lineaire, determine, du second complexe, forme de M' et de (T'). Les 
courbes des deux complexes se correspondent ainsi par points et par 
tangentes. 

Soit une surface (S), et supposous que le complexe (K) soit effecti- 
vement du second degre. Gonsideroiis un point M de la surface et le 
plan tangent (P). Le c6ne du complexe (K), de sommet M, est coupe 
par le plan (P) suivant deux droi- 
tes (D), (D^) qui appartiennent au 
complexe (K). Par chaque point 
de (S) passent ainsi deux droites 
du complexe (K) tangentes k la 
surface. Par tout point de la sur- 
face (S) passent done deux cour- 
bes(Y), (Yi)<iu complexe (K)situees 
sur cette surface. Au point jM cor- 
respond une droite (D') du com- 
plexe (K% A la droite (D) du complexe (K) correspond uu point 
de (D^ ; et de mtoe a la droite (DJ correspond un point M/ de (D'). 
Aux courbes (y), (yO complexe (K) correspondent deux courbes (y), 
(y'i) du complexe (K') tangentes en M', a la droite (D'), Si le point M 
d^crit la courbe (y), les di'oites (D^) eorrespondanles ont pour enve- 
loppe la fcourbe (y 0» Gt si M d^crit (y^), fD') enveloppe (Y'i). ^ 

Si on considere la congruence des droites (D') correspondaiit aux 
points M de la surface (S), les coui^bes (y^) sont les arfites de rebroiis- 
sement d’une des families de developpables de cette congruence; et 
les courbes (y^^) sont les aretes de rebroussement de Tautre famille. 
Les courbes (Y) engendreut uiie des nappes de la surface focale, les 
courbes engendrent I’autre nappe. Le plan tangent en ]M' k la mul- 
tiplicity focale est le plan osculateur k (y'i), et par suite le plan tan- 
gent au c6ne du complexe (K'j de sommet M'^. 

Un yiemeut de contact correspondant a Tyiyment (M, P) est forme 
du point ]\f et du plan tangent au c6ne du complexe (K') qui a pour 

VeSSIOT ‘^0 
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sommet L’autre element correspondant k (M, P) est form 6 du 
point et du plan tang*ent au cdne du complexe (K') qui a pour som- 
met 

Si la surface (S) est une surface du complexe (K), tangeute en cha- 
cun de ses points au cdne du complexe, les droites (D), (D^) sont con- 
fondues ; alors les deux Elements de contact correspondant a I’dlement 
(M, P) sont confondus, et la surface (S') definie par ces dldments est 
une surface du complexe (K'). 

Remarques* — Les seuls cas possibles sont les suivants : 

I® Les complexes (K), (K') sont eiffectivement du second degre. On 
demontre alors, comme nous Tavons dit precedemment, qu’ils sont 
tous deux tdtraddraux. 

2® Un seul des complexes est lineaire. On demontre que I’autre est 
constitud par les droites qui rencontrent une conique. Ge cas va nous 
donner la transformation de Sophus Lie^ qui change les droites en 
spheres. 

30 Les deux complexes sont lineaires. On ddmontre qulls sont tous 
deux spdciaux. Ge cas donne, en particulier, la transformation dC Am-' 
p^re^ ddfinie par les Equations directrices : 

xcd + z + z' = 0, f + y = 0, 
et dont les Equations sont : 

sd = p, f — — y, y = — s — px^ p' = cc, =i= — q* 


Transformation des droites en spheres, — Supposons en parti- 
culier : 


Q = x iy + x^z — z' =0^ 0 = x\x 4- iy) — z^y' = 0. 

L’^quation du premier complexe est : 

5—5, 0 o m — (mo — iyo) 


z^ o — I mo ly^i 

X + iy — 10 — z 

mo + iy^ — {x+ iy) 0 o z —z^ 


: 0. 


ce qui devient : 


c*est-k-dire : 

(K) 


(m — mo)* + (y — yoY 4 - (-s: — 5 o)* = o, 
a® 4 6* 4 c* = 0 . 


Le complexe (K) est le complexe des droites minima. 
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Gherchons le deuxieme complexe. II soffit de considerer deux points 
{x\ y\ {x\, y\^ iT o) correspoadant au meme point [x, y^ r) : cela 
donne : 

0 

1 

X X Q 
Jc'o 

ce qui devient : 

(x' — x'o) {x’y'o — y'x\) + [z' — s\) {x' — x\) = 0, 

c’est-a-dire, avec les notations classiques pour les coordonnees plucke- 
riennes : 


X — x\ — 
x\ — 


i{x' — oC o) o 


IX t 


-» 0 
y'o 


= o 


a{r — c) = o. 

La solution a = o est siiig'uliere, et on obtient pourle complexe (K') : 
(K') r — c = o. 

Nous avons ainsi une correspondance entre un complexe special da 
second degre et an complex^ lineaire, Les c6nes du complexe (K) 
sont les cdnes isotropes. A cheque Element de contact du premier 
espace correspondent deux ^l^ments de contact du second espace 
conjugu^s par rapport au complexe (K') ; car, d’une faQon g6n6rale, 
les points M', IVL^, sont sur une droite (D') de (K^), et le plan associ^ 
k M' est ici le plan polaire de et inversement. 

Partons d une sphdre : prenons deux generatrices d’un systeme ; ce 
sont des droites minima (D), (D^). Le second syst6me de generatrices 
est entierement defini, car chacune d’elles doit rencontrer (D), (D^) et 
le cercle imaginaire a I'infini. Aux deux droites (D), (D^) correspon- 
dent deux points Considerons une geueratrice isotrope (A) 

rencontrant (D), (D^) ; il lui correspond un point ; (A) rencontrant 
la droite (D), la droite est une droite du complexe lineaire, et de 
meme ; done est le pdle d’un plan passant par M'^. Lorsque 
(A) decrit la sphere, le plan tourne autour de et le 

lieu de p*' est la droite conjuguee de A la sphere correspond 

done une droite. En partant du second systeme de generatrices, on obtien- 
drade meme une droite ; (D) et (D^) donneront les points M^, M'^, ; cette 
droite sera done la droite conjuguee de la precedente. Done; a 

une sphere correspondent deux droites^ conjugaees par rapport aa 
complexe lineaire (K^). 
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Ceci peut se voir par le calcuL Prenous la droite (A^), de coordou- 
n^es pluckerienues Co, /?o? • 

(A') CoX'=aoS:' — <7^, cy/' = bos' + Po ; 

la surface reglee correspoudante est eugendree par les droites : 

Co{x — iij) 4- 5(^0-^' — ^o) — 

(«o 5 ' — 7,) {x 4 - iy) — ^‘0- — V — y^o = o, 

obteiiues en portaxit dans ^ = 0, 0 =o, les valeurs x^ et tirees des 
^uatious (A^). Ordonrions en 5' ; il vient : 

c^i{x — iy) — q^z 4 - — ^o) = o, 

[yo(aj -h iy) 4 - CqZ 4 - /^o] — [«o(*^ 4 - iy) — b^] = 0. 

Eq eliminant 5' on obtient la surface cherchee : 

[co(x— iy) — q^z] [a^ix 4 - iy) — bo] + 

{aoz — Co) [qo(x 4- iy) + V 4 - Poj = o. 

oil, en tenant compte de €L(iPo,+ + /’o^*o == 0, 

(S) ao(^c^ + - bo{x — iy) — + iy) — (Co 4- — po = o. 

G*est Tequation d’une sphere; et il est facile de voir que ce peut 6tre 
une sphere quelconque, en choisissant (A') convenablement. 

Cherchons la conjuguee (A'J de (A') par rapport k (K'). Soient a'o, 
b\, c'o, p\> q'o, ^0 ses coordonn^es. Nous avons k exprimer que le 
complexe (K') et les complexes sp^ciaux (A'), (A'^) appartiennent a un 
m^me faisceau. Ge qui donne, \ V et [jl 6tant des iuconnues auxi- 
liaires : 

= 0, A^o 4 - '>^'b'o = o, Ipo 4 ~ V/j'o = o, 

4 ” "^'q'o = 0, ^Co 4“ 4 " [A = 0, Aro 4 ^ ^ » 

Gomme les coordonn^es ue soiit d^finies qu’k un facteur pres, on peut 
remplacer a©, bo, ... par Icq, a6o, ; et ao, b'o, ... par — Vao, — Vbo, 
... . Gela revient a faire X = i, V = — i ; et donne les Equations 
simplifi^es : 

.a^o = <3oj b'o^iboi p'o^=po^ = c^o = Co4“H*» — P" 

La condition 

«'o/>'o 4 - ^>'0 + c'or\ = 0 

donne ensiiite : 

\l[\l + CO — Po]—o ; 
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et, en ^cartant la solution banale a = o, il reste : 

\L 4- Co — To = o. 

On trouve done c'o = Co et r'o = Cq^ et I’on voit que Ton retrouvera la 
m6me sphere (S) en partant de (B\) au lieu de partir de (B'). 

Equations de la transformation. — Les formules de la transfor- 
mation s obtiennent par la m^thode ^6n6rale. On trouve : 

1 cd{pcd 4- y.yO — 

2 2 ad — q' 

_ if! , _L + ^//) + y' + p' 

2 2 ad — 

_ pW + qhf 

ad — f 
q'ad — I 

~ f + 

f + x' 

Cette transformation de Sophus Lie, chang‘eant des droites qui se 
rencontrent en spheres tang'entes, e’est-a-dire des droites qui ont un 
Mement de contact commun en spheres ayant un Element de contact 
commun, realise la eorrespondance sig^nal^e dans les chapitres prece- 
dents entre les droites et les spheres. 

Par exemple, elle transforme une surface reg‘l6e en surface canal ; 
une quadrique encyclide de Dupin ; une surface developpable en sur- 
face canal isotrope ; une bande asymptotique d’une surface en une 
bande de courbure de la transform^e ; de sorte qu’on peut dire o^xdelle 
transforms les lignes asymptotiques en lignes de courbure. 

On v^rifiera facilement qu^elle transforme un complexe lin6aire de 
droites en une famille de oo® spheres coupant une sphere fixe sous un 
ang'le constant ; et que cet angle constant est droit, lorsque le complexe 
lin6aire esten involution avec le complexe (K')* 

La transformation de Lie en coordonnees pentasph^riques. — Les 
derniers r^sultats deviennent immediats, si on remarque que la 
sphere (S), qui est Thomologue de la droite (Ab (de coordonnees 
pluckeriennes ceo, />o? yo, ^o), a, d’apr^s I'^quation trouv^e plus 

haut, pour coordonnees pentasph6riques homog6nes [Ch. VIII, § 6, 
p.226], 

— -/To 4 " /^O, Cg ■ f(/ 7 o ^3 ““ ^0 “ 1 ” 

C4 = — iiba yo), Cjj = Co 4 - ^0, Cq = — z(^o — ^0). 

Orce sont pr6cis6meat, d’apr^s les formules du ch. X, n° 5 , p. 280, 
les coordonnees sy met riques ^^dela droite (A'). 
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Ainsi la transformation de Lie se traduit par V interpretation^ 
comme coordonnees pentaspheriques de spheres, des coordonnees 
symUriques de droites, Absolument comme la transformation par 
duality se traduit par T interpretation des coordonnees de points en 
coordonnees de droites. 

L’equation ^ = o d’un complexe lin^aire devient ainsi, 

A'=i 

en particulier, Tequation ^ CkCic — o, qui exprime [Gh.VIII, | 6, 

k=i 

p. 226] qu’une sphere coupe une sph6ve fixe sous un angle constant : 
cet angle est droit, si G^ est nul. Or Tequation du complexe (K') 
est, en coordonnees symetriques, f^ — o; de sorte que la condition 
Ce = o exprime bien [Gh. X, n** 6] que ce complexe est en involution 
avec le complexe SGaZa = o. 

Transformation des lignes asymptotiques 

5 . — Proposons-nous de trouver toutes les transformations de con- 
tact qui changent les lignes asymptotiques d’une surface quelconque 
en lignes asymptotiques de la transform^e de cette surface, c’est-k-dire 
qui changent toute bande asymptotique en une bande asymptotique. 
Remarquons a cet effet qu’une telle transformation changera toute 
multiplicite Mg, sur laquelle les bandes asymptotiques ne dependent 
pas seulement de constantes arbitraires, mais dependent de fonctions 
arbitraires, en une multiplicite Mg de m^me nature. Or les bandes 
asymptotiques (ou de rebroussement) 6tant d6finies par les equations 

dz — pdx — qdy = o, dpdx 4- dqdy = o, 

on devra consid6rer aussi comme formant une bande asymptotique, 
dans la question actuelle, oo* 61 ^ments de contact ayant le mtoe point, 
c’est-h-dire un c6ne ^Umentaire ; car les coordonnees de ces 414 ments 
satisfont aux Equations pr6c6dentes, puisqu’elles sont telles que 
dx = dy — dz = o, 

Et, d^s lors, les Mg particuli^res en question s6nt les plans, les droites 
et les points. Les transformations cherchees 6changent done entreelles 
les figures qui sont des droites, des points ou des plans. De \k plu- 
sieurs cas k examiner : 

lO Si la transformation est ponctuelle, elle ^change les points en 
points, les plans en plans, et les droites en droites. G’est par suite 
une transformation projective (ou homoqraphique) . 

2° Si la transformation est ime transformation de contact de la pre- 
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miere espece, c’est-a-dire fait correspondre a chaque point du premier 
espace (E) une surface du second espace (E'), elle chang'e les points 
de (E) en plans de (E^) ; et comme elle fait alors correspondre aussi a 
chaque point de (E^) une surface de (E), elle change les points de (E') 
en plans de (E) ; done elle change les points en plans, les plans en 
points, et les droites en droites. Si done on la compose avec une trans- 
formation par polaires rdciproques, on obtient une transformation 
homographique ; et, par suite, elle s'obtient en composant une trans- 
formation homographique avec une transformation par polaires r6ci- 
proques. C’est done une transformation diialistique . 

3 ° Si la transformation est une transformation de contact de la 
deuxieme espace, e’est-a-dire si k tout point de Tun des espaces cor- 
respond dans Tautre une courbe, a tout point de Tun des espaces cor- 
respondra dans Taiitre une droite. Or prenons dans Tespace (E) quatre 
points Pi, Pg, P3, P4 non situ 4 s dans un m6me plan, et soient 
(Di),(D2), (D3), (D4 j les droites qui leur correspondent dans I’espace (E'). 
II existe au moins une droite (A) ayant avec chacune des quatre droites, 
(DJ, (Dg), (D3), (D4) un element de contact commun ; et k (A) devrait 
correspondre dans (E) un point, un plan ou une droite ayant un 61 e- 
ment de contact commun avec chacun des quatre points Pi> Pgj Pa? P 4 » 
Or il n’en existe pas. Done ce troisieme cas est impossible, 

Les seules transformations pouvant r^pondreh la question sontdonc 
homographiques ou dualistiques. Mais toute transformation de con- 
tact changeant les droites en droites repond k la question, car elle 
changera la famille des generatrices d’une developpable, dont chacune 
a un Element de contact commun avec la g6n6ratrice infiniment voisine, 
en celle des generatrices d’une autre developpable ; et, par suite, la 
bande de rebroussement de la premiere developpable en la bande de 
rebroussement de la seconde. 

On en deduit que : 

!*> Les transformations homographiques et les transformations 
dualistiques changent les lignes asymptotiques en lignes asymptotic 
ques; etce sont les seules transformations de contact possidant cette 
propriete, 

2® Ces transformations sont aussi les seules transformations de 
contact changeant toute droite en une droite. 

Remarque, — Les transformations ainsi obtenues forment deux 
families distinctes (transformations projectives, et transformations 
dualistiques) de 00^^ transformations ; mais le produit de deux trans- 
formations dualistiques est une transformation projective, comme on 
Ta vu plus haut et Tensemble de toutes les transformations obtenues 
forme un groupe, comme il kta.it Evident a priori. 
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Transformations de^ lignes de courbure 

(). — La transformation de contact des droites en spheres, de Lie, 
permet de dcduire immediatement des resiiltats prdcMents toutes les 
tmnsformations de contact qiii changent les lignes de courbure d’une 
surface quelcoiique en les lignes de courbure de sa transform^e. 

On voit de plus que ce sont aussi celles qui changent toute sphere 
en line sphere. On pent done dire qii’elles constituent le groape defi 
spheres. II y en a, d’apres ce qui precede, deux families, de oc^'» trans- 
formations chacune. 

On aiirait pii, pour obtenir le resultat pr^c^dent, refaire un rai- 
sonnement direct analogue a celui du paragrapheo, en partant des mul- 
tiplicitesMgpour lesqiielles les bandes de courbure dependent de fonc- 
tions arbitraires. 

Cherchons, plus specialement, celles des transformations conside- 
rees qui sont des transformations ponctuelles. Dans la transformation 
de Lie, les points de Tespace (E) correspondent aux droites d'un com- 
plexe lineaire (K'). Les transformations cherch^es proviennent done 
des transformations projectives ou dualistiques qui laissent invariant 
ce complexe. On les obtient en composant avec la transformation par 
polaires reciproques definie par ce complexe (K^ Tune quelconque des 
transformations projectives qui laissent le complexe invariant. 

Ainsi se trouve 4tahlie une correspondance entre le f/roupe projec- 
iif dim complexe lineaire et le groupe des transformations ponc- 
tuelles qui changent toute sphere en sphere. Ce dernier est, comme on 
Ta vu au Gh. VIII, § 8, le groupe conforme ; on sait que ses transfor- 
mations s’obtiennent en combinant des inversions, des homothdtieset 
des deplacements . 

Cette correspondance se retrouverait, du reste, sans peine, par Tem- 
ploi, indique ci-dessus, des coordonn^es sym4tinques de droites, et des 
coordonnees pentasph6riques homogfenes de spheres. 

Parmi les transformations de contact qui changent les lignes de 
courbure en lignes de courbure figurant les dilatations dans les- 
quelles chaque eli^ment de contact subit une translation perpendicu- 
laire k son plan et d’amplitude donn^e, e’est-a-dire dans lesquelles 
chaque surface est remplacee par une surface parall^le. Elies sont 
d^hnies par T^quation directrice(a?' — x)^ -h — //)® 4- {z' — = 

mi h est une constante arbitraire. 

Une autre classe de transformations de contact changeant toute 
sphcTe en sphere est definie par les (Equations directrices de la forme 

(oj' — x)^. + (y' — (jY + — 2mz*z -f = 0, 
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ou m est uiie constante arhitraire. Chaque point (jc, //, z) a pour homo- 
lo^ue une sphere qui coupe le plan des .xy sous un angle V constant 
(cotg V = 772/;: le cercle d’intersection etant celui suivant lequel le 
cone isotrope de sommet (j?, //, r; coupe ce meme plan. 

Ges transformations sont dites transformations par semi ^ plans red- 
/} T’oy 77 (Ri banco ur, Laguerre, Darboiix), parce qu’elles changent un 
plan en un couple de plans, passant par la droile d’intersection du pre- 
mier avec le plan des ,jcy ; et parce qu’elles sont involutives, I’equation 
qui les definit etant svm^trique par rapport aux deux svstemes de 
coordonnees y, r) et{.T\y\ r'). 

Parmi les transformations consider^esfigurent aussi les transforma- 
tions de Ribaucour qui seront definies au chapitre XIII. 

Bemarqiie. — On demontre que les deux families de transforma- 
tions du groupe des spheres sont definies, quand on definit une sphere 
par ses six coordonnees homogenes pentaspheriques, paries transfor- 
mations lineaires et homogenes orthogonales portant sur ces six 
variables. Les deux families se distinguent par la valeur (+ i ou — i) 
du determinant de cette substitution. 


Transformations apsidales 

7. — Signalons enfin une classe importante de transformations de 
contact, definies par deux equations directrices. Ghacune correspond a 
un point de I’espace, ou p6le de la transformation. Si on prend le 
pole pour origine des coordonnees, les equations directrices de la 
transformation sont : 

. , \ + .5'^ = .r^' + + 

f xx' -h yy' -h 55' = o. 

Gette transformation dite apsidale, est done involutive, et transforme 
chaque point M en un cercle ; e’est le cerclede rayon OM, qui a Opour 
centre et la droite OM pour axe. 

On pent, par suite, obtenir la transformee d’une surface (S), en la 
coupant par les divers plans (11) passant en 0, et en portant sur la nor- 
male en 0 k chacun de ces plans, des longueurs OM 6gales aux rayons 
des cercles de centre 0, situ^s dans le plan consid^r^, et tangents k la 
surface (S). Ces rayons sont, du reste, les longueurs des normales 
menees de 0 ^ la section de (S) par le plan (H). 

La surface apsidale d!ane sphere est un tore, — Soit, en efVet, G le 
centre de la sphere (S), et (Ily) un plan passant par OC; soit(y) le cer- 
clede section de la sphere (S) par ce plan. Tout plan (11) perpendiculaire 
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a (Ho), men^ par 0 , coupe (y) suivant une corde AB, et OA, OB sont les 
normales menees deO ^ la section de la sphere par (IIj. La perpendicu- 
laire men^e par 0 h (H) est, de plus, situee dans (Ho) ; on obtient done 
les points P situ6s dansle plan (11) en faisant tourner la corde ABdans 
le plan {IIj d’un ang“le droit autour de 0, dans un sens ou dans Tautre. 
Cette operation, r6pet6e sur toutes les cordes de (y) qui passent en 0 , 
donne deux cercles (y^) et (yg), symetriques par rapport k OG, obtenus 
en faisant subir a (y) les deux m^mes rotations. Ces cercles constituent 
la m^ridienne de la transformee de (S) qui doit Mre, comme (S);, de 
revolution autour de OG. Le th6or6me estdonc d^montre. 

Surface des ondes. — Par definition, la surface des ondes est la 
transformee apsidale d’un ellipsoide par rapport k son centre : on Tob- 
tiendra done, d'apr^s ce qui precede, en portant sur chaque diam^tre 
de I’ellipsoide, k partirdu centre, et de part et d^autre, des longueurs 
egales aux demi-axes de la section centrale perpendiculaire k ce dia- 
metre. 

Nous la calculerons directement, en compietant les equations de la 
transformation. Nous devons ecrire k cet efifet, d’apres la theorie gene- 
rale des transformations de contact, I’identite : 

ds' — p’dx ' — fdy' — \ (dz — pdx — qdij) = 

p {xdx -f- ijdy + zdz — odded — fdf — ddz') 
+ (s {xdad + ydy' + zdd + ^'dx + y'dy -h ddz), 

qui donne, par identification : 

I = — py 4- 0-5, — p' = — po?' + (sx, — y' = — + ay ; 

— l=^z+ lp = ^x + tsx\ = py + Gif, 

On en conclut, en eiiminant, \ p et c : 

( p — ^yl + y = {xf — yx^, 

(2) J f {yz' — zf) -h f {,zx — xd) = {xf — ycd\ 

( PP' 4 7?' + I = X). 

L'interpretation est immediate. Soit M le point, et (P) le plan 
de reiement de contact {x, y, z, p, q) ; (P') le point, et le plan, de 

reiement {x\ y\ z\ p\ f), Le rayon OM^, dejk perpendiculaire etegal 
k OM, est dans le plan normal a (P) mene par OM. La normale k (P') 
en M' est dans ce meme plan MOM', et elle est perpendiculaire k la 
normale a (P). 

On a ainsi la definition complete de la transformation des elements 
de contact. 

Gela pose, si on part de Tellipsoide 



TRANSFORMATIONS DE CONTACT 


3l5 


( 3 ) 


^ 62 ^ C2 


I = O, 


la premiere des equations ( 2 ), s’^crit: 


ji y r 

^ 62 ? 

X y z 

x^ y’ 5 ' 



et equivaut a des relations de la forme : 

(4) u.'.z;' = J3 ;j.), ay = y(-^— [x), 


La seconde des equations (i), donne alors, en tenant compte de la 
premiere et de (3), 


0 = 1— [x(a‘2 + y + ^2)^ = 

II ne reste plus qu’k porter les valeurs de x^ y, z, tiroes des equa- 
tions (4), dans la combinaison homog^ne de la premiere equation (i) 
et de (3) : 

(i - 1*) + (72 - !") = 0. 

On obtient, en supprimant les accents, 


x^ 


I 



-jL 

I 

62 



0, 


I 

^~a-*+ y + 


ou, apr^s reductions, 


la^x*. S.C* — S (6* + c*) a*J7® + = o. 
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Tli6oreme de Dupin 

I . — L’emploi des coordonnees rectang'ulaires revient k d^finir cha- 
que point comme Tintersection de trois plans, respectivement paral- 
l^les aux trois faces du triedre de coordonnees, et, par consequent, 
orthogonaux deux k deux. II est done fonde sur la consideration de ce 
systeme triple orthogonal ^ forme de trois families de plans, tels que 
chaque plan d’une des families soit orthogonal k tout plan de Tune des 
deux autres families. 

On pent generaliser et employer comme surfaces coordonnees un 
systeme triple quelconque, forme de trois families de surfaces : 

(1) y. s) = H, y, s) = i>, .y. -^) = 

Chaque point P (x, y, s) troiivera ainsi defini par les parame- 
tres «, n, w des trois surfaces coordonnees qui se coupent en ce point ; 
et ces valeurs de a, u, w seront ses coordonnees curvilignes dans le 
systeme de coordonnees ainsi defini. 

Ces formulas (i) transformant les coordonnees x, y, z en coordon- 
nees u, w. Si nous resolvons les equations precedentes en n?, y, 
ce que nous supposons possible, nous aurons des formulas equiva- 
lentes : 

(2) X =/(«:, n, w), y = g(u, u, w), z=h{u, 0, w). 

On emploie en general un systeme triple orthogonal . Cherchons 
done a exprimer que les equations (i) ou (2) definissent un systeme 
triple orthogonal. Les intersections des surfaces deux deux doivent 
etre orthogonales. Les surfaces des trois families s’obtlendront en fai- 
sant dans (2) successivement « = c‘^, v — c*«, w =: c^®. 

Les intersections des surfaces deux k deux sont respectivement: 
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et ies directions des taugeutes soiit respectivemeiit : 

3 / ^g :>li ^ hL ^ 

Dtf ’ ill ’ Dii ’ ' Dy ’ i^io ' 


Les conditions d’orthog-onalite sont done : 


( 3 ) 


7 >v lyw ’ 




to Tsa 


V 

7 SU 7 SV 


O. 


Interpretons ces conditions. Preuous la surface w — c*®. La troi- 
sieme condition exprime que sur cette surface les lignes u = c^®, 
V = c*® sont orthog-onales, et les deux premieres expriment que 

^ ^,?A.est une direction perpendiculaire aux tan^entes k ces deux 

courbes, et par suite, que c"est la direction de la normale ; soient /, m, n 
les trois coefficients de direction de cette normale. Diif^rentions la 
troisieme relation par rapport a w : nous obtenons : 

Zu ^V'^W Zv 


ou : 


Or 


d’ou ; 


v^^=o. 

iu to to SH 


11 ^= 0 , S/^=o, 


^ l^I_— _ 2 - 5 /!^ v; s ; 

7>v 7>u ’ ‘d^iCSyv Zii iv ’ 


la condition precedente s’ecrit done : 


V 


I 


^2/ 


0 , 


ce qui exprime (cL. II, 1 3 , p. 27) que les lig'nes a = c^®, 0 = 0^®, e’est- 
a-dire les intersections de la surface w — c^ avec les surfaces a = c^® 
et u = c^® sont conjug‘u6es sur cette surface. Comme ces courbes sont 
d6ja orthogonales par hypothese, ce sont des lignes de courbure. 
D’ou le Theoreme de Dapin : sur chaqae surface dunsysteme triple 
orthogonal^ les intersections avec les autres surfaces de ce systerne 
sont des lignes de courbure. 
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Equation aux deriv6es partielles de Darboux 


2 . — Proposons-nous de rechercher les systemes triples ortho§*onaux. 
Prenons une famille de surfaces : 


(0 <f{x,y,z) = u 

et cherchons k determiner deux autres families constituant avec celle-ci 
un systeme triple orthog'onal. Prenons dans Tespace un point M ; par 
ce point M passe une surface a ; prenons les tangentes MT, MT' en M a 
ses lignes de courbure. Ces droites sont parfaitement determinees ; 
SI p.^g, — I sont les coefficients de direction de MT, ce sont des fonc- 
tions connues de a;, z. De m^me pour MT'. II faudra alors qu’en 
chaque point M, une surface d’une autre famille, parexemple : 

( 2 ) < 1 /( 07 , y, s) = V, 

soit normale a MT ; il faudra done que /?, q soient les d^rivees par- 
tielles de 5 par rapport kx^i/{z 6tant defini par I’^quation pr^cedente)^ 
done que soit solution du systeme : 

^ ^5 ’ ay ' ar 

Ces equations ne sont pas compatibles en g6n6i'al : pour qii’elles le 
soient, il faut et il suffit, d’aprfes la th6orie des systemes complets 
d’6quations lineaires homog6nes aux d4riv6es partielles, que p ei q 
satisfassent k la condition : 


(4) 


aa? ^ ay ' ^ a^ 


obtenue en 61iminaut par differentiation, entre les deux equations 
precedentes. G'est une equation aux derivees partielles du troisieme 
ordre, puisque p, q s’expriment en fonction des derivees premieres et 
secondes de 9 par rapport k as, y, z. Ainsi done une famille de sur^ 
faces donnees ne peat en g^niral faire partie d'un systeme triple 
orthogonaL Si la condition (4) est‘realisee, la solution genei'ale des 
equations (3) est une fonction arbitraire d’une fonction determinee de 
y, z\ et nous avons une deuxieme famille de surfaces entierement 
determinee, dont chacune coupe k angle droit chacune des surfaces (S) 
de la famille 9 (cc, y, s) = const, suivant une ligne de courbure de 
cette surface (S). Alors, d’apr^s le theoreme de Joachimsthal, Tinter- 
section de chaque surface (S^) de cette seconde famille avec chaque 
surface (S) de la premiere est aussi ligne de courbure sur (SJ. 



, * 

SYSTEMES TRIPLES ORTHOGOXAUX 

En resume nous avoiis deux families de surfaces : 


3io 


(S) o (x, s) = const. 

(Si) (as, y, s)= const. 

qui se coupent orthogonalement suivant des courbes, dont chacuneest 
lig'ne de courbure a la fois pour les deux surfaces correspondantes. 11 
reste k etudier si Ton peut determiner unetroisieme famille de surfaces 

(Sj) X (^’ y> -s) = const. 

qui constitue avec les deux premieres un systeme triple orthogonal, 
c’est-a-dire a etudier le systeme d’equations lineaires aux derivees par- 
tielles dont depend la fonction inconnue jr : 


\ Dr ’ 

( Da? ' Do; Dy ’ Dy Dr c>r 


Introduisons, pour abreger, les operateurs dijBferentiels : 

— ^ 3 ^ 4 ,^ 3 ^ 4 .^ 3 L 

‘V D£C * D£d Dy * Dy Dr ' Dr ’ 

D;r Dj; ‘ Dy * Dy Dr ’ Dr ' 


D’apres la theorie des systemes complets d’equations lineaires, la 
condition necessaire et suffisante pour que le systeme (5) soil integra- 
ble est que Tequation : 



B 

Dy 

.-^4- 1 

U‘*- 


.^ + fA 

\ tx 

Da?y 

Da? 


oy/ 

oy \ 


3 k. 

Dr 


B 


)■ 


Dr 


0 , 


soit une consequence algebrique des equations (5), c’est-k-dire que 9 et 
6 satisfassent k la condition : 


( 6 ) 


D^z? Da? 

Dy D?/ 

Dr Dr 


Dy 

Dif; 

Da? 

Da? 

Dy 

Di|/ 


^!/ 

Dy 

D*^ 

Dr 

Dr 


= 0. 


Cette condition se simplifie, Remarquons en effet que : 
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\ _i_ B -I- I ^ 


J>-^ D-nJ; C>y 

^7>x‘^ &y ‘ Dr &r^.r 

4 Dy t)-i|# D‘i^ Dy D\|/ / 

?y Dy Dr Dr » 

d’ou, a cause cle I’orthog’oualite des surfaces (S) et (S^^), I’ideutite, 

A^^- + B,^=o 

D.Z? Do? 

et, de meme, les ideiitites analogues: 


A^ + B^ = o. . 

^1/ 

Par suite, la condition (6) devient : 


Aa+Bi=„, 



Dy 

{>tp 

DJ5 

Do? 

Da? 


Dy 

Di|> 





Dy 

Dip 


Dr 

Dr 


Dil^ DtI/ D-^ 

Or, pour une valeurquelconquede r, les d6riv6es ^ sont 

les coefficients de direction /, /n, n de la normale k celle des surfaces (S^) 
qui passe par le point de cooi'donn^es a;, y, s; et ^ ^ ^ sont les 

coefficients de direction de la normale a celle des surfaces (S) qui passe 
par ce m6me point, c’est-k-dire de la tangente k une ligne de courbure 
de (S^) ; en designant par dx, dy, ds un d6placement eftectue suivant 
la direction de cette tangente, on aura ; 


. = X. dx^ 




^ — \ ds- 


et, par suite. 


A~_ A/ — +jrdy+ —dz) = ldl; 


et, de m^me, 


A ^ dm, A ^ dn. 

' Dy Dr 


La condition (7) devieiidra done : 
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dl dx / 

dm dy m 

dn dz n 



o. 


Elle est satisfaite, puisque le deplacemeut dx, dy, dz a lieu suivaut 
une ligTie de courbure . 

La condition d’inte^rabilite du systeme (5) est done remplie, et la 
troisieme famille (So) existe toujours et est entierement determinee. 
D’ou les r^sultats suivants : 

1 ° II existe une equation aux derivees partielles du troisieme 
ordre (requation (4)) qui exprime la condition necessaire et sufji- 
sante pour quune fonction c (x, y, z) fournisse une famille de sur^ 
faces {S)faisant partie d'un systeme triple orthogonal. Si la famille 
(S) est donnee., les deux autres families (Sj^) et (Sg) sont entierement 
determinees. 

20 Pour que deux families de surfaces^ (^S) et {S^],f assent partie 
dan systeme triple orthogonal., il faat et il suffit qiiellesse coupent 
a angle droit, et que les intersections soient lignes de courbure sur 
les surfaces (S), ou sur les surfaces (S^). 

On remarquera enfin, que si Ton connait les lignes de courbure (C^) 
des surfaces (S^) par exemple, qui ne sont pas les intersections des 
surfaces (SJ et des surfaces (S), et les lignes de courbure (C) d'une 
seule surface (S), chaque surface (Sg) sera engendree par les courbes 
(Gjl) qui s’appuient sur une m^me courbe (G). 


Systemes triples orthogonaux contenant une surface 

3. — On reconnait facilement qu’une surface quelcoiique donuee 
pent faire partie d’uu systeme triple orthogonal. Tragons, en effet, 
sur cette surface (S) les lignes de courbure, et menons les normales a 
la surface en tous les points de ces lignes : elles engendrent deux 
families de d6veloppables orthogonales k la surface doiin6e. En adjoi- 
gnant k la surface (S) les surfaces parall^les, on a un systeme triple 
orthogonal. 

Remarque L — Les surfaces parallMes a une sui'face (S) en deri- 
vent par la transformation de contact d^finie par T equation : 

(X-m)2 4-(Y-y)^ + (Z _ = o 

ou r est une constante arbitraire ; en effet la surface parallele est Ten- 
veloppe d’une famille de spheres de rayon constant ayant leurs centres 
Vessiot . 2 1 
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sur la surface (S). Cette transformation de contact s’appelle, comme 
nous Tavons vu, dilatation [Gf. Gh. XI, § 6]. 

Remarque II. — Lorsqu’on sait qu’une famiile de surfaces (S) 
appartient a un systeme triple orthog'onal, la determination des deux 
aulres families de ce systeme triple peut se faire ainsi : on determine 
sur une de ces surfaces (S) les lig-nes de courbure ; et on cherche, 
d’autre part, lescourbes(T), trajectoires orthogonales des surfaces (S). 
Les autres families du systeme sont engendrees par les trajectoires 
orthogonales (T) qui s’appuient sur les lignes de courbure trouvees. 
Dans le cas particulier d’une famiile de surfaces paralleles, les trajec- 
toires orthogonales sont les iiormales k ces surfaces, et on retrouve le 
mode de construction indiqu6 ci-dessus. 

Syst^mes triples orthogonaux contenant une famiile 
. de plans 

4- — Gonsiderons une famiile de plans (P) ; les trajectoires ortho- 
gonales s’obtiennent, comme on I’a vu a propos des surfaces moulures 
[Gh. VII, I 6], en faisant rouler un plan mobile sur la d^veloppable 
enveloppe des plans (P). Prenons dans le plan deux systemes de cour- 
bes orthogonales, ce qui est toujours possible, car si nous nous don- 
uons I’un des systemes 

y) — 

Taiitre se determine par I’int^gration de Teq nation : 

des ^ 

On engendrera les autres families du systeme triple orthogonal au 
moyen de ces courbes des plans (P), assu jetties k reneontrer les tra- 
jectoires orthogonales ; ces families sont ainsi constitutes par des sur- 
faces moulures. On peut ainsi, au moyen du Theortme de Dupin, 
retrouver leurs lignes de courbure. 

Syst&mes triples orthogonaux contenant une famiile 
de spheres 

5. — Le fait que toute famiile de plans fait partie d’un systeme 
triple orthogonal tient, au fond, k ce que toute courbe d’un plan est 
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li§*ne cle courbure du plan ; de sorte qu’uue famille de surfaces ortho- 
gonaies aux plans donues satisfera a la condition necessaire et suffi- 
sante pour qu’il existe une troisieme famille completant le systeme 
triple orthog’oual. 

Le mdme fait sera done vrai aussi pour une famille de spheres. Et 
pour determiner un systeme triple orthogonal quelconque contenant 
la famille de spheres (S) donnee, il sufhra : 1° de prendre sur une des 
spheres deux families de courbes (G), (Cj) orthogonales ; 2° de deter- 
miner les trajectoires orthogonales (T) des spheres (S). Gar alors les 
courbes (T) qui s’appuient sur les courbes (C), et les courbes (T) qui 
s’appuient sur les courbes (G^) engendreront les surfaces des deux 
families (S^) et (So) formant avec les spheres (S) le systeme triple 
cherche. 

Tout revient done a resoudre les deiix problenies suivauts : deter- 
miner mr ane sphere un systeme orthogonal quelconque ; 2® deter- 
miner les trajectoires orthogonales d une famille de spheres. 

Le premier probleme se ramene immediatement au probleme ana- 
logue dans le plau au moyen d’une projection stereographique. 

Etudions le second : 

Si nous considerons deux spheres de la famille, les trajectoires 
orthogonales etablissent entre elles une correspondance point par 
point, et cette correspondance, d’apres ce qui precede, sera telle qu a 
un systeme orthogonal sur Tune des spheres corresponde un systeme 
orthogonal sur I’autre. Or deux directions recta ngulai res sont conju- 
guees harmoniques par rapport aux directions Isoti'opes. D’auU'e part, 
dans une correspondance ponctuelle quelconque entre deux surfaces, 
le rapport anharmonique de quatre tangentes est un invariant ; car on 
peut supposer la correspondance exprimee de maniere que les courbes 
coordonnees u = const., v = const., soieiit homologues, de sorte que 
les points homologues aient memes coordonnees curvilignes («, u) ; et 
alors le rapport anharmonique de quatre tangentes et celui des quatre 
tangentes homologues sont egaux au m^me rapport anharmonique 

des quatre memes valeuz's du rapport ^ . Done, dans la correspondance 

consideree, les directions isoti‘opes sur une des spheres se transfor- 
ment en directions isotropes sur Tautre. Les generatrices rectilignes 
de Tune des spheres se trausforment done en generatrices rectilignes 
de I’autre ; et le rapport anharmonique de deux directions quelconques 
avec les directions isotropes restant constant, les angles se conservent ; 
la transformation etablie entre les spheres dune famille h un para- 
mktre par leurs trajectoires orthogonales est done une transforma-^ 
tion conforme. 
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-Soitalors : 


(0 


^x — • Xof — R2 = 0, 


I’equatiou geiierale des spheres considerees, dependant d’un param6- 
tre t ; les considerations pr^cedentes nous conduisent a introduire les 
generatrices rectilignes. Posons done : 



x — Xa + i{ij 


^o) + 

R]- 


x — Xn — i{y - 



-RJ, 


1 

1 

1 

0 

II 

1 

+ 

R]; 

tl’oii : 






/ 

5 = 

1 

II 

+ 1 



( 2 ) 

/ X — Xq 

+ ’(!/ — yo)=R- 

2A 

[ + A/X 

9 


1 X Xq 

\ 

— — = 

2U 

! “1" 

• 


Les equations ditferentielles des trajectoires orthogonales sont : 


dx dy dr d{x + ///) d(x — iy] 

— s — s^~x — Xf^-\‘i{y--‘y^)~x ^ — i{y — y^)' 

en egalant le troisieme rapport successivement aux deux derniers, et 
posant : 




2R 


rfB: 


, djx^ — ///o) 
2R 


c/C = 


2R ’ 


on obtient les deux equations de Riccati, 


(3) 


(h ^2 


dt’ 


dt 


-(- 2A 


dC 

dt 


dA 
dt ’ 


du. 2 dA , dC dli 


On peut verifier que, A et B etant, dans le cas ou on opere sur des 
spheres reelles, des qiiantites imaginaires conjugates, les solutions de 
la secoude de ces equations de Riccati sont des imaginaires conjuguees 
de celles de la premiere ; de sorte que tout revient k inttgrer Tune 
d’elles. 

Si on connait une trajectoire orthogonale, on connait une integrale 
de chaque Equation, et la rtsolution du probltme est ramente a deux 
quadratures. Si on connait deux trajectoires orthogonales, on n’a plus 
qu’une seule quadrature k efi*ectuer ; et si on connait trois trajectoires 
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orthog'onales, leprobleme s'acheve sans quadrature. L’iiite^rale srene- 
rale de la premiere equation est alors fournie par la formule : 

- >1 . > 3.— >1 _ — >> 1 ^ . >- 3 ^— > 1 ^ 

A >>2 /-S ^*2 ^‘ 2 ^ ^ 3 *^ ‘^* 2 ^ ' 

en desie^-nant par Tindice zero les valeurs qui correspondent a f = /„. 
C'est done une relation de la forme : 

. _ M) 0 -4- N 

~ + o ■ 

On aura de meme, pour la seconde equation de Riccati, une inte- 
grale de la forme : 

, _ R^° + S 

^~T/x»+ U’ 

les quantites complexes R, S, T, U etant, du reste, respectivement con- 
juguees de M, N, P, Q. 

Ces d^ux formules d^finisseut la correspondance ^tablie par les tra- 
jectoires orthogonales entre la sphere qui correspond a la valeur du 
paramMre, et la sphere qui correspond k la valeur f du parametre. 

On reconnait ainsi que cette transformation change les cercles d’une 
des spheres en cercles de Tautre ; car les cercles, sections planes de la 
sphere repr^sentee par les equations (2), sont definis par une relation 
homographique en |ji. Par projection stereographique, elle devien- 
drait une des transformations planes du groupe des rayons vecteurs 
rdciproques [Gh. VIII, p. 286 ]. 


Syst^mes triples orthogonaux particuliers 


6. — Rappelons, comme syst^mes triples orthogonaux particuliers, 
le syst^me des quadriques homofocales : 


a d - 


1=0; 


et le systeme des cyclides du quatrieme degre homofocales [Ch. YIII, 

i 7]. 

, -S® (012 + ^24. ^2 _R2)2 (x2 + // 24.524_R2)2__ 


^R^(d ~ A) 


4R2(a - A) 


On v^rifie qu on obtient un autre systeme, forme de cyclides de 
Dupin du troisi^me degre, en consid6raht les surfaces lieux des points 
de contact des plans tangents men^s, par un point d'un des axes, 
une famille de quadriques homofocales. 



CHAPITRE XIII 


CONGRUENCES DE SPHERES ET SYST6MES CYCLIQUES 
Gen4ralit4s 


I. — Nous appellerons congruence de spheres une famille de 
00 ^ spheres (S) : 

J\ g, h, r 4tant fonctions de deux param^tres k, v. Le lieu des centres 
de ces spheres est une surface (S) : 

(S) X = f{u, u), y — g(u, u), 5 = u). 

Cherclions Fenveloppe de ces spheres. A T^quation (i) nous devrons 
adjoindre les deux Equations : 


( 2 ) 





— /) 


-j- P 

<>v 


o. 


Ces equations ( 2 ) representeiit une droite, done Tenveloppe des sphe- 
res (E) touche chacune de ces spheres en deux points, que Ton appelle 
points focaux ; Teiiveloppe (F), que Ton appellera surface focale^ se 
decompose ainsi en deux nappes (F^), (F^). 

Consid6rons dans la congruence (i) une famille de 00 ^ spheres (E) ; 
il suffit de d^finir u, v en fonction' d’un param^tre t ; ces spheres 
admettent une enveloppe, qui touche chacune d’elles le long d'un 
cercle caract4ristique dont le plan a pour Equation : 


( 3 ) 


— f)df + J^dr = o. 


Lorsque les expressions de «, v en fonction de t varient, tons ces cer- 
cles caract^ristiques passent par deux points fixes, qui sont les points 
focaux de la sphere consid6r^e. Les enveloppes ainsi ob tenues -corres- 
pondent aux surfaces r6gl4es des congruences de droites ; on peut les 
surf aces canaux de la congruence (i). 

Cherchons parmi ces surfaces cauaux celles pour lesquelles chaque 
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Sphere est tang'ente a la sphere infinimeat voisine. Ge soot en realite 
des surfaces reglees a generatrices isotropes [Gh. VIII, | 3, p, 171'!. 
Le cercle d^fini par les Equations (i), (3) doit se r^duire a uii cou- 
ple de droites isotropes; le plan (3) doit done Mre tangent a la 
sphere (i), ce qui donne la condition : 

(4) = 0, 

equation different! elle du premier ordre et du deuxieme degre ; il y a 
done deux families speciales de sphm'es, dans lesquelles chaque sphere 
touche la sphere infinimeat voisine. Le point de contact est defini par 
les equations suivantes, que Ton ohtient en ^crivant les equations de 
la normale au plan (3) menee par le centre, et en tenant compte 
de (i) et de (4) : 

(^\ ^ — — —r 

^ ^ df ~ dg ~ dh ~ dr • 

On voit que rf/*, dg^ dh sont les coefficients de direction du rayon du 
point de contact ; les cosinus directeurs sont : 

d^ dj£^ 

dr ’ dr ’ dr 

Soient I, F les points de contact ainsi trouves. L'equation (4) definit 
sur la surface (S) deux directions col, coF ; soient M, AF les points de 
contact de la sphere (S) correspondante avec la surface focale (F) ; 
la droite MM' est repr4sent<^e par les deux Equations (2), ou encore, 




puisque les points M, M' sont sur tous les cercles caracteristiques, par 
les deux Equations (3) qui correspondent aux enveloppes sp6ciales 
(surfaces canaux isotropes) ; or dans ce cas F6quation (3) repr^sente le 
plan tangent k la sphere en Fun des points I, F ; done les droites IF, 
MM' sont polaires r^ciproques par rapport k la sphere (S). On voit, du 

reste, que si, dans les Equations (5), on consid6re le rapport ^comme 

variable le point qu’elles d^finissent decrit une droite, qui, pour 
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dv = et du = o, contieot les pdles des deux plans ( 2 ). Cette 
droite, qui est la droite IF, est done bien la. conjug^uee de MM'. 

Si nous supposons que (2) soit une sphere reelle, I, F sont imag'i- 
naires dans le cas ou M, M' sont reels ; et inversement. Nous designe- 
rons par (D) la droite MM', et par (A) la droite II' ; wl, tol' sont dans le 
plan tangent en w a la surface (S) ; MM' est perpendiculaire a ce plan 
tangent; les points M, M', et par suite les droites wM, ojM' sont syme- 
triques par rapport a ce plan tangent. 

Remarquons maintenant que 6>M est normale a la premiere nappe 
de la surface focale, et toM' normale a la seconde ; et consid^rons wM 
comme un rayon incident, et tuM' comme le rayon reflechi sur la sur- 
face (S). Nous avous ainsi une congruence de normales qui se refle- 
cliit sur la surface (S) suivant une congruence de normales. La sur- 
face (S) pent ^tre quelconque, ainsi que la surface (F^). Consid^rons, 
en eftet, les spheres ayant leiirs centres sur (S) et tangentes a (FJ ; 
(F^) sera Tune des nappes focales de la congruence de spheres ainsi 
obtenues, et la congruence des normales k (FJ se reflechira sur (S) 
suivant la congruence des normales a (Fg) deuxieme nappe focale. 
D’ou le Theorerne de Malus : Les rayons normaiix d une surface 
quelconque se rejlechissent sur une surface quelconque suivant les 
normales h une nouvelle surface, 

Ce Theorems s'4tend^ comme on va voir\ aux rayons refractes, 
Reprenons, a cet effet, la construction classique d’Huyghens. -Gonsi- 

d^rons une sphere de centre w ; soit 



coM le rayon incident, wN la normale 
a la surface refringente ; et soit n 
rindice de refraction. Construisons 
une deuxieme sphere de centre w et 
dont le rayon soit dan's le rapport n 
avec le I'ayoii de la premiere. Consid^- 
rons le plan tangent en w ^ la sui'face 
refringente. Au point M ou le rayon 
incident rencontre la premiere sphere, 
menons le plan tangent a cette sphere, 


qui coupe le plan <oT suivant une 
droite (T); et par la droite (T) menons le plan (T)P tangent a la 
seconde sphere. En appelant i, V les angles de wM et wP avec c*>N, on 
a imm6diatement : 
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sin <wP 

sin i 6)M 

Done wP est le rayon ^efractc^ Partons alors d’une conoTuence de nor- 
males, soit (F J la surface normale et (S) les spheres tang'entes a (F^), 
dont les centres w sont sur la surface refring^enle ; pour constriiire les 
rayons refractes, il faut considerer les spheres (!') concentriques aux 
spheres (S) et de rayon iir. Or la droite (A) relative aux spheres (S) est 
dehiiie par les equations (5) ou du^ dv sont variables; etces Equations 
ne chang’ent pas lorsqu’on remplace r par nr. La droite fA) est done la 
m^me pour une sphere (S') et pour la sphere (S') concentrique. Comme, 
d’autre part, elle est dans le plan tangent a (S) en to, et dans le plan 
tangent en A1 a (S), e'est la droite (T) de la construction d’Huyghens ; 
et comme elle garde la mtoe signification pour (S'), elle appartient 
aux plans tangents communs a (S') et a son enveloppe. Done P est Tun 
des points de contact de (S') avec son enveloppe, et les rayons refractes 
o)P sont normaux a Tune des nappes de la surface focale de la con- 
gruence des spheres (S'). 


Congruences sp6ciales 

2 . — A la congruence de spheres consid^r^e nous avons associe 
quatre congruences de droites : celle des droites wM normales k (F^), 
celle des droites wM' normales a (Fg), celle des droites (A), et celle des 
di'oites (D). 

Supposons M, M' confondus sur chaque sphere (S) ; ils sont con- 
fondiis aussi avec I, I' ; les deux nappes focales sont confondues ; 
alors le lieu des points I, I' confondus qui correspond a chaque famille 
de spheres (S) satisfaisant k la condition (4) est une ligne de courbure 
de la surface focale double (F); et les spheres (S) de cette famille sont 
les spheres de courbure correspondaiites. La congruence de spheres 
est alors constituee par les spheres de courbure d’ane surface (F), 
qui correspondent a Cane des families de lignes de courbure, 

Reciproquement, considerons une surface (F) et ses spheres de 
courbure (S) d’uiie m^me famille : la surface (F) est surface focale 
double de la congruence de ces spheres de courbure. Gar Tun des 
points I, r appartenaut a (F), qui fait partie de la surface focale, 
est confondu avec un des points M, M'. Les deux droites conjuguees (A) 
et (D), se rencontraiit, sont tangentes a (S) au mSme point; et les 
points I, r, M, M' sont confondus en ce point. On retombe done bien 
dans le cas consid^re. 
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Toutes les congruences de droites considerees se reduisent ici 
a trois : eelle des normales k la surface (F), celle des droites (D) tan- 
gentes k une famille de lignes de courbure de (F), et celle des droi- 
tes (A) tangentes a I’autre famille. La surface. (S) est alors Tune des 
nappes de la d6velopp4e de la surface focale double. Aux lignes de 
courbure, int^grales de (4), correspond sur la surface (S) une famille 
de g^od^siqiies [Gh. VII, | 2 ]. 

Application A la recherche des g^od^siques 

On est ainsi conduit k determiner les g 4 od 6 siques de (S) en -dcrivant 
que r^quation (4) a une racine double en rfw, dv. Cette Equation 
s’4crit, avec les notations habituelles pour le ds^ de (S) [Gh. II]. 

( 6 ) Edu^ -h 2 Fdudo + Grfn® — ^ dv^ = o, 

ou : 

^ + f ^ 

Pour qu’il y ait une racine double, il faut et il suffit que : 

ou : 

(,) H'-[E(i)’-«F|£J^+G(Jj)’]=o 

Equation aux deriv^es partielles qui determine r. Ayant calculi, r, 
on obtiendra la famille de g^odesiques correspondante par Tintdgra- 
tion de Fequation differentielle ordinaire qu’on obti^nt en 4galant 
k zero la racine cai'r(^e du premier membre de ( 6 ) ; ce dernier est, 
en effet, k cause de la condition ( 7 ), le cai'r 6 d’une forme lin^aire 
en rftt, dv. 

Les courbes de (S) d^tinies par la conditioix r = const, out, de 
plus, la signification gdomctrique suivante. Si cette condition est 
r^alisee, le centre o) de {L) d^crit sur (S) une courbe (y), et le point de 
contact M de (S) avec (F) d^crit sur (F) une courbe (y'). Gomme wM 
est normale (F), (y') reste orthogonale a toM ; et, comme toM = r 
est constant, (y) est aussi orthogonale a chacune des droites coM ; et, par 
consequent, (y) coupe a angle droit chacune des g^odesiques considd- 
r^es, puisque, en chaque point co de (S), wM est tangente k une 
de ces geodesiques. 
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Done les courbes r = const, de (S) sont les trajectoires orthogona- 
les d’une famille de g^odesiques [Gf. Ch. Ill, | 9]. On le verifie imme- 
diatement en remarquant que T^quation (6), ayant pour premier 
membre un carre parfait, a pour consequence, quels que soient 8 m et ou, 

(Edii 4* -f {¥du -f- Gdv)hv = ^ di^ ^ 8m + 

-1- f ~ du -h — — 8u ^ drtr. 

\? 7 / ) zv 

Le premier membre s’annule done si on suppose 8r = 0 ; ce qui 
exprime bien rorthogonalite des geod^siques considerees et des cour- 
bes r = const. 


Theor^me de Bupin 


3. — Supposons que la surface focale (F) ait ses deux nappes (F^) 
et (Fg) distinctes, et etudions leurs 1‘elations avec la surface (S), lieu 
des centres des spheres (2). Les cosiiius directeurs de wM, normale a 
une des nappes, sont, en dcSsignant par y, s les coordonnees de M, 



d’ou, pour les Equations de la nappe focale consider^e, 

(8) . X =f + Xr, ^ ^ + |i.r, z — h + vr. 

Portons ces valeurs de a?, s dans les equations (2) ; elles devien- 
nent : 


(9) 


n^+^=o, 

Zll ^ 7^11 




Ces equations, jointes a SP = i, d6finissent les deux syst^mes de 
valeurs de p., v, qui correspondent aux deux nappes. 

Soient i, i les angles de toM et M' avec la normale toN au lieu (S) 
du centre co ; ces angles sont suppl6mentaires, cos i' = — cost ; et si 
I, m, n sont les cosinus directeurs de wN, 

(10) cosz' = 2W. * 

Calculons Tangle /. II suffirait de tirer 1 , fi, v des Equations (9) tet (10) 
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et de porter les valeurs obtenues dans SX® = i. Pour 6viter ce calcul, 
nous emploierons une autre methode. Dans le 
plan tangent h (S), soient wU, coV les tangen- 
tes aux courbes v = c^®, = c^®, dirig^es 

dans le sens des ii et des v ci'oissants. 

Les cosinus directeurs de toll sont : 

r d^f 1 I 7>h ^ 

71 ’ v'R ’ s/K ’ 

Ceux de wV sont : 

v'G ^ ’ \fCi ‘ 

Soit ti)8 le vecteur, de longueui' i, port4 pai* la demi-droite toM ; ses 
projections orthog^onales <oa, sur wU, ti)V sont, d’apres les formu- 
las (9), 



^ i__ 

~ ~ VE ’ 


toe = B = — U — . 

VG 


Le sinus de i est la projection wS' de coS sur le plan UOV, et tout 
revient a calculer wS'. Soit 6 Tangle de <oU et coV : 


cos 9=-=, siue = 


^EG — F® . 


H 

VEG 


^/EG ; yjm 

Gomme wS' est le diamMre du cercle circonscrit au triangle wap, dont 
le c6te ap est v^A® — 2ABcos6 4- B®, nous obtenons immddiatement : 


. o . 5 j ,2 A2 — 2AB cos $ + 

sin® i = w8'® = — — ^ 

sin2 6 


Or : 


A2 — 2AB cos 6 + B^ 


sin® 0 


“H® ’ 


7Su) ' 


en posant, suivant nos notations habituelles, 

^{da, dv) = Erftt® H- 2 Fdudv + Grfu®- 
Nous obtenons done la formule cherch^e : 


(lO 


sin® z z= — <1> ( — , \, 

H® \ Df; ) 


Nous revenons maintenant aux Equations (8), et nous nous pi^opo- 
sons de determiner les ligues de courbure de la nappe de la surface 
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focale qu’elles representetil. Ces lij^-ues de courbure soiit defiuies par 
Tequatiou : 




1 

dx A 

cTk I 

= 

ou : 







1 

df 4 - \Ar -{- 

A 

(Tk 

qui 

se reduit a 

I 






1 

df A 

dk 1 

= ' 

M 11 Itip lions par 

le determinant : 







IL 

1 




Tyu 


’ 

qui 

n’est pas iiul, la normale coM 

n’etant 

pas 

de (S). L* equation devient : 





1 


Vtd'K 




^JLdf 


d\ 





Tyu 




^y-dj 

■ 

Tyv 


dk 

oil, 

en tenant compte de 

(9): 




— dr 

1 

0 



-sM-d'x 

Dm 

Dm 

7 yv ^ 

7 yp 

Da 

V'J-dx 

Da 


o. 


Miiltiplious la premiere ligue par — et ajoutons a la deuxieme, puis 


Zll 


par^^et ajoutons a la troisi^me. Nous obteuons reqiiatiori : 


(12) 


'i^df—~dp s 


— —dr 








Les elements cle la premiere colonne sout les demi-derivecs parlielles 
par mpport a du^ do de la forme quadratique : 


(i3) 


== *^1 do) 
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qui sur (S) le couple des directions wl, wF. Voyons si les ele- 

ments de la deuxieme colonae soiit susceptibles d’une interpretation 
analogue. Si nous differentions les equations (9), nous obtenons : 



or, si on differeiitie totalement par rapport aux variables independan- 
tes u, en supposant, pai* consequent, d^a = d^u — 0, 

d (^\ = L. = • 

) 2 ■ ^[du) ’ iu 2 7 y(da) ’ 

et : 

\<^U J 2 l^{du) 

Posons : 


(14) 0(^«, dv) = SWy, Q.[da, do) = 0 -f 
et Tequation s’ecrit : 

li-du 7yd a 

(1 5 ) = 0. 

3*1 wi 

, Zdv 

Done les directions princi pales de la nappe de (F) consideree sont 
conjuguees harmoniques par rapport aux deux couples = 0 
et Q = 0. 

Calculous 0 * Pour cela, eiiminons a, |jl, v entre les equations (9), 
(10) et : 

lld^f— 0 = 0 ; 

nous obtenons : 


(16) 


IL 

TiU 

7 >v 

1 

d^f 


^JL 

Tyv 

m 

d*g 


ay 

11 

ePh 


ay 

— cos/ 

— ft 
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ce qui donae, ea developpant par rapport aux elements de la dernicre 
ligne, 


SH — H cos do) + Hx(du, do) = o. 


Dans cette formule, ^\du, do) designe, comme an Ch. II, | 3, la forme 
lild^x ; mais /, m, n sont ici des cosinus directeurs. La forme yXdu^ do) 
se deduit du premier membre de (i6) en remplagant par des zeros les 
elements — cos — 0 ; et divisant par H Par une combinaison des 
deux premieres colonnes, on obtient, par un determinant dii troisieme 
degre, 




t>o 3a 

3a 3o 



I dY 


et il suffit de multiplier les deux membres par le determinant : 


H = 




pour obtenir : 

(17) Wy = 




dv 


— F — 


I 


V?/ 

lu 


d^f 


dj 


qui, d’aprfes les calculs du Gh. II, | 4» p- 3i, s’exprime au mojen 
de E, F, G et de leurs derivees. Nous avons, des lors, 

il =z d^r 4- cos i.W(du, do) — yJidu, do), 

ou : 


(18) Q, = do) + cos i.W^da, do). 


avec : 

qj*^ = d^r — X* 

Les lig-nes de courbure de la seconde nappe sont de m^me tangeiites 
aux directions conjug-uees par rapport k = 0 et au couple qu’on 
deduit de = o en chang*eant le sig-ne de cos f, c’est-k-dire : 

Wi^(du, do) — cos i.W{du, do) = 0 , 

Gousiderons comme homologues, sur les deux nappes, les points de 
contact d’une m^me sph&re (S) avec ces deux nappes. II rdsulte alors 
des conclusions pi'4c6dentes que pour qua les lignes de courbure se 
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correspondent sur les deux nappes, c’est-a-dire, pour qu'elles soient 
definies par la meme Equation quadratique (i5) en c/«, rfu, il faut et il 
suffit qu’il existe un couple de variations du^ dv conjugue par rapport 
aux trois couples : 

== o, + cos /.W = o, — cos = o, 

c’est-a-dire par rapport aux couples : 

=: 0, + cos = o, W = 0, 

ou encore : 

, 4)^ = o, ^ = 0, = o. 

Sur la surface (S), Tequation (i5) d^finit les courbes suivant les- 
quelles les developpables des normales k Tune des nappes de (F) 
coupent (S). La condition pour que ces courbes soieiit aussi I’intersec- 
tion de (S) avec les developpables des normales a I’autre nappe de fF) 
estdonc qu’en chaque point de (S) leurs directions soient conjug*uees 
harmoniques par rapport aux directions definies par W = 0, c’est- 
k-dire qu’elles soient des directions conjug'uees sur (S). 

Nous obtenons ainsi le Theorhm de Dnpin : si les lignes de 
courbare se correspondent sur les deux nappes focales, les develop- 
pables des normales correspondantes coupent la surface (S) suivant 
le jnime reseau conjugue ; et reciproqaement. Ou encore : la condi’^ 
tion ndcessaire et suffisante pour que les developpables dune 
congruence de normales se reflechisseni sur 'une surface suivant des 
developpables est qdelles deterniinent sur la surface un reseau 
conjugue. 


Congruence des droites (D) 


4. — Cherchons les developpables de la congruence des droites (D ) ; 
elles sont definies par I’^quatiori : 


(> 9 ) 


dx dy ds 
I m n 
dl dm dn 



X, //, z designant toujours les coordonndes de M, et /, m, n les cosiiius 
directeurs de la normale k (S) eu w, qui est parall6le ii (D). 

Or : 


X =/ 4 - !/ — ff + '’V-> 


z = h rw, 
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d’apres les Equations (8) et T^quation (19) devient : 

I df 4- rdX 4- \dr I dl \ = o. 
Multiplions le premier membre par le determinant non nul : 

IT_ 1 7 5 A ^ I . 


nous obtenons : 


r'Zld^k + drZ\l 

S — df 4" rS — cD. -f- dr. SI ^ 

Tya'' oa 

S — df -|- rS ^ nDj-f- dr, Sa ^ 


^•^di 

t^U 

l^dl 

7 >d 


i:,iiidf+rl^-^dk+dr. Z'K^ 

7^11 zu 

'Z^df 4- rS^<^ + dr, Z\ ^ 






Les elements de la deuxieme colonne sont les demi-deriv6es partielles 
par rapport k du, do de la forme do). Quant aux elements de la 

premiere, remarquons que, d’apres un calcul du paragraphe prece- 
dent, 


Zu 


2 ‘ Zdu ’ 


Zv 2 Zav 


ou, d’apres (18), 


Q = + cos 


Enfin les points M, IVF sont definis par les relations (9) : 


n^/ + ^=o, 

Zll ^ Zu 


Zv ^ ZV 


de sorte que, avec la notation introduite par la formule (i 3 ), 
v?/d/-+ drTK^t==l.^-^-df— — dr=-'^ 


2 7^11 ’ 


zv ^ zv Zo Zv 2 Zav 

Les elements de la premiere colonne sont done les demi derivees par- 
tielles par rapport k da, do de la forme -h ^ cos ?]. 
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4 

Aiasi : les developpables de la congruence des droites (D) corres- 
pondent sur la surface (S) aux courbes dont les tangentes sont conju- 
gates, en chaque point, par rapport aux couples de directions dtfinis 
par les Equations : 

^ = 0, -I- W cos /] = o, 

ou par rapport aux couples : 

(21) qr = 0, 4>4 — = 0 ; 

le rtsultat, comme on devait s’y attendre, ne change pas si on change 
f en 'It — i ; et les developpables de la congruence des droites (D) 
correspondent sur la surface (S) d un reseau conjugue. 

Considtrons les plans focaux ; un plan focal est parallele a la direc- 
tion n, et k la direction dl, dm^ dn qui correspond k une droite 
(D) infiniment voisine, sur Tune des dtveloppables passant par (D). 
Mais : 

Z® -f- 4* = I ^ 

d’ou : ' 

■ Idl -h mdm ndn = o ; 

rfZ, rfm, dn dtfinissent done la direction des droites du plan focal paral- 
Itles au plan tangent kla surface. Or les deux directions correspon- 
dent aux deux plans focaux, done aux deux dtveloppables, etant con- 
jugutes, si nous les dtfinissons par les caracteristiques d et 5, elles 
satis font k Ttquation : 

li.dLhf = 0 ; 

qui exprixne que le premier plan focal est perpendiculaire k la direc- 
tion Sy, Bg, Bh qui correspond k Tautre plan focal. Chaque plan focal 
est perpendiculaire d la direction de la surface (S) correspondant 
a la diveloppable qui n'est pas tangente d ce plan focal. 


Congruence des droites (A) 

5. — La droite (A) est I’intersection des plans tangents k la sphere 
en M, et k la surface (S) en to, qui ont respectivement pour equations : 

-/) r = o, SZ(X ^/) = o. 

Cherchons les developpables. Exprimons que la droite pr4cedente 
rencontre la droite infiniment voisine. Cela donne : 
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—/) — SW/— dr = o, SdL(X —f) — = o ; 

conditions qui se simpiifient en remarquant que : 

l,ldf = o, et SXrf/' + dr = o. 

II reste : 

( 22 ) ScD..(X —f) = o, 2dL{X —f) = o. 

Exprimons que les equations obtenues sont compatibles, nous obte- 
nons r^quation qui d4finit les developpables : 


(23) I ^ dX dl \=o. 

Multiplions encore par le determinant non nul 


nous obtenons 


ou : 


(4) 


I IL 


lldl 


Id).. ^ m. ^ 


Idl. ^ Idl. ^ 


Tyu 

z^dl -z^dl 

Zv Zv 




= 0 , 


= o: 


les elements de la premiere colonne sont, au sig’ne pres, les demi- 
derivees parti elles par rapport a du^dv de la forme 12 = ^ cos f . 

, Geux de la deuxieme colonne sont les demi-derivees partielles de W, 
Les developpables de la congruence des droites (A) correspondent done 
sur la surface (S) au reseau de courbes dont les directions sont, 
en ebaque point, conjuguees harmoniques par rapport aux couples 
de directions definis par les equations ; 

(25) W = o, Wt = o. 

En particulier, les developpables de la congruence des droites (A) 
correspondent, sur la surface (S), A un reseau conjugue. 

Quant aux points focaux, ils sont definis par les equations de (A) et 
les equations ( 22 ), compatibles en vertu de la relation (23). On en 
deduit que les directions joignant <0 aux points focaux sont definies 
par les relations : 

2/.8/=^o, ^dUf—Q, Idk.hf—o; 
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la premiere exprime que ces droites sont dans le plan tang’eut k (S), 
la seconde que ce sont les tangentes conjug-u^es des directions de (S) 
qui correspondent aux developpables. 

Cas particuliers. — Supposons que les deux congruences prece- 
dentes se correspondent par developpables. Les deux reseaux conju- 
gues que nous avofis determines sur la surface (S) sont alors confon- 
dus ; il faut et il suffit pour cela que les trois couples : 

= o, = o, <1), — r.W, = o, 

ou : 

W==o, = o, 4>i = 0 


appartiennent k une m^me involution, et alors, d’apres les r^sultats du 
I 2 , les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de la 
surface (S) ; et r^ciproquement. 

Nous avons, dans ce cas, sur la surface (S), un reseau conjugu6 (R) 

qui correspond aux developpables des 
quatre congruences coM, coM^, (D)^ 
(AL Les points focaux /, /' de (A) 
sont, d’aprps ce que nous venons de 
voir, sur les tangentes aux deux 
coui'bes du reseau qui passent par to. 
Les droites M/, At/' sont les tangen- 
tes en M aux lignes de courbure d’une 
des nappes de la surface enveloppe (F), 
car les plans tangents aux develop- 
pables des normales a cette nappe 
sont AIo/ et Ma>/, puisque ces ddve- 
loppables coupent (S) suivant le re- 
seau conjugu(^ (R) considere ; et le 
plan M(A), qui coupe ces plans sui- 
vant AI/ et M/, est tangent en M a cette m^me nappe de (F). La 
droite (D) est perpendiculaire au plan, tangent (S), /L/*, et ses 
plans focaux sont perpendiculaires a to/ et to/'. Les developpables de 
la congruence des droites (D) coupent, de plus, les deux nappes 
de Teriveloppe (F) suivant leurs lignes de courbure. 



Le systeme triple de Ribaucour 

6. — Pla^.ons-nous dans ce dernier cas ; soit (y) uneides' courbes du- 
r4seau oonjugu6 (R) de la surface (S) ; quand to dtoit (y), le point M 
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d^crit uae ligne de courbure (K) de la nappe de la surface (F) qui est 
tangente a M/*, et la droite (A) enveloppe line courbe (C), lieu de f\ 
Gonsiderons la sphere (cr) de centre^/' et passant par M ; cette sphere a 
pour enveloppe une surface canal (E)'; la sphere (ff), ajant son rayon M f 
perpendiculaire a My*, est constamment tarigente a la courbe (K), done 
le point M est un point du cercle caracteristique (H) ; le plan de ce cer- 
cle est perpendiculaire a la droite A tangente a (G)^ son centre H sera 
le pied de la perpendiculaire abaissee de M sur A ; ce cercle sera done 
orthogonal a la sphere (2S) au point M et au point AP sym^trique par 
rapport au plan f(^f ; et la surface (E) est engendr^e par le cercle 
orthogonal a la sphere (S) aux points AI, ; ce cercle tangent en M 
k coAI reste orthogonal a la ligne de courbure (K) ; or il est ligne de 
courbure sur la surface (E), done (K) est aussi ligne de courbure sur 
la surface (E). .Si nous faisons varier (K), nous obtenons une famille 
de surfaces (E) qui seroiit toutes orthogonales aux deux nappes 
(Fg) de (F), et qui les couperout siiivant des lignes de courbure. 

Si maintenant nous cherchons sur (F^) et sur (Fg) les seconds sys- 
temes de lignes de courbure, nous devrons considerer les spheres de 
centres / et passant par M ; le cercle caracteristique sera encore le 
cercle (H) ; de plus,/Al et/'^M etant perpendiculaires, les spheres (a), 
(a') correspondautes sont orthogonales, done aussi leurs enveloppes 
(E), (E'). 

Nous avons done deux families de surfaces canaux qui se coupeut 
orthogonalement suivant des lignes de courbure, les cercles (H) ; 
done elles appartiennent a un systeme triple orthogonal. Autrement 
dit, les cercles (H) sont orthogonaux a une famille de surfaces, a 
laquelle appartiennent les deux nappes (F^), (F^) de (F) ; et ils ^ta- 
blissent une correspondance entre les points de deux quelconques 
de ces surfaces, comme entre les points Al, AI', telle quhl y ait cor- 
respondance entre les lignes de courbure de ces surfaces. 

R6ciproquement, si deux surfaces (FJ, (F^) sont orthogonales k ur\e 
famille de oo^ cercles (H), et si AI et Af sont les points ou un de ces 
cercles coupe respectivement (F^) et (Fg), la sphere (S) orthogonale k 
ce cercle en ces deux points est tangente k (FJ et (Fg), qui sont ainsi 
les deux nappes de Tenveloppe des spheres (S) ainsi d6finies. Si, de 
plus, les cercles (H) qui out leurs pieds sur (FJ le long d’une ligne 
de courbure coupent aussi (Fg) aux divers points d*une ligne de cour- 
bure, les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de 
Tenveloppe des spheres (2), et on retombe sur le cas particulier que 
Ton vient d’6tudier. 

Done si les cercles (H) d*une congruence sont orihogonaux it 
deux surfaces (FJ; (Fg), et s*ils etablissent une correspondance 
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^ntre leB lignes de courbare de ces deux surfaces^ ils sont orthogo^ 
naux d une infinite de surfaces sur lesquelles les lignes de courbare 
se correspondent ; ces surfaces appartiennent a un systeme triple 
orthogonal dont les deux autres families sont constitaees par des 
surfaces canaax, dont chacune est engendree par ceux des cer~ 
cles (H) qai s* appuient sur une des lignes de courbare de (FJ, oa(f^i. 
De telles congruences de cercles s’appellent systemes cycliques 
(Ribaucour). 


Congruences de cercles et systemes cycliques 

7. — Nous aliens repreudre analytiquement la question des systfe- 
mes cycliques. Consid6rons une famille de 00® cercles, et cherchons 

d'abord s’il existe des surfaces nor- 
males a tous ces cercles. Soit (K) 
Fun d’eux, G{Xq, y^, -sto) son centre, 
p son rayon, a?o, yo, 5o, p 6tant fonc- 
tions de deux param^tres u, v. Pour 
d^finir le plan de ce cercle, nous 
dMnlrons par leurs cosinus direc- 
teurs deux directions rectangu- 
laires CA(a, b, c) et CB(a', d) 
passant par le centre du cercle, et 
nous fixerons la position d*un point 
M sur le cercle par Fangle (CA, CM) = t, compt6 positivement de 
CA vers CB. Les coordonn^es de M par rapport au systfeme CAB 
sont p cos p sin i, et ses coordonn^es x, y^ z sont : 

I x==i ajo + p(a cos t + a' sin i) = x^i-\- pa', 

(0 j = yo + p(6 cos # + b’ sin t) = y^+ pP', 

f x: = 5o + p(c cos t + c' sin f) = iTo + py'. 

Clxsrckons k determiner t, en fonction de u, v, de fn^on que la surface 
lieu du point correspondant admette pour normale la tangente au 
cercle au point M, dont nous desig’nerons para, p, y les cosinus direc- 
teurs. Nous avons, k cet effet, la condition : 

(a) lido; = 0 

qui est 1 Equation aux differentielles totales des surfaces cherctees' 
Developpons cette equation ; a, p, y sont les projections du segment 

directeur de la direction CM' correspondant k t + — : 
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a= — asin^ + a'cos^, p= — b sin t cost, y= — csinf c'cos 
D’aatre part : 

dx = dx^ + a'. c/p 4- pa.rf/ -|- p(cos /.rfcz -j- sin/.c/a^, dy=:..., c/^=...; 
et, en tenant compte de 

= I j Seta' = o, 

on en conclut que : 

Sarfee = Sac/ccQ -{- p.c// + p[cos /.Sac/cz + sin /.Sac/cz'] = 

= — sin/.2ac/jJo4-cos/.Scz'z3?cCo+P^/+ ^[cos^t^'La'da — sm^L^ada^]=o^ 
Mais : 

^aa! = o, 

d’ou en diff^rentiant 

'Zada' -h Zdda = o ; 
et Fequation ( 2 ) s’^crit simplement : 

(3) dt = Zada' + — Iczc/cCo-sin t — ^Zddx^.cos t, 

p p 

Posons : 

(4) tg7=«'. 

t = 2 arc tg* Wy 

et nous obtenons ; 

(5) 2 div = (i + w^)Zada' + — Zadx^ + ^ ~ ZaJdx^. 

P P 

Cette equation jouit de propri6t4s analogues k celles de Fequation 
de Riccati. En particulier, on peut verifier que le rapport anharmoni- 
que de quatre solutions a une diff6rentielle totale constante ; et, par 
consequent, est. constant. Elle peut se mettre sous la forme ; 

dw = Ada -h A^dv + u}{Bda + B'rfu) + w\Cdu 4- Gdv), 
et se decompose en deux equations aux derivees partielles : 

(6) A + Bo) + Gw*, — = M + '£i'w + C'm»« ; 

^ ^ Dm ay 

En ecrivant que tire de la premiere, est egal k tire de la 
seconde, on en deduit : 

( 7 ) — 4 - — + (B 4 - p^Cw){A' 4 - B'm + — 

ay ay ay ' ^ 

_ ^ + (B' + 2C'w)(A + Bw+ Cm>*)] = o. 
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. Toute integrale du systeme (6) satisfait done k cette condition, qui 
est de la forme : 

(8) L -1- Mm? 4- Nzi?2 = o. 

Si cette condition n’est pas identiquement satisfaite, il ne peut y 
avoir d’autres solutions que celles de cette equation (8), qui en admet 
deux. Si Ton veut qu'il y en ait une infinite, cette condition doit done 
6tre identiquement satisfaite, et comme elle est du second deg‘r^, 
it suffit qu’elle soit satisfaite par trois foiictions. Les conditions pour 
qu’il en soit ainsi sont : 

I L= — — — 4-BA'— AB'=o, 

N= — _— + CB' — BC' = o. 


’ II results de la th6orie des equations aux d6riv6es partielles que, 
si elles sont des identitds, le systeme (6) a, efifectivement, une infinite 
de solutions. 

Done si les cercles dune congruence sont normaux a trois sur- 
faces, Us sont normaux a une infinite de surfaces. 

II est facile de construire des cercles normaux k deux surfaces quel- 
conques, car il existe oo® spheres tang*entes aux deux surfaces, et les 
cercles orthog'onaux k ces spheres aux points de contact sont normaux 
aux deux surfaces. Si les lignes de courbure se correspondent sur les 
deux surfaces, on a alors, comme on I’a vu, un sys,t6me cyclique, 
compose de cercles normaux k oo^ surfaces. 

Remarquons que si la famille des oo® cercles donn6s est formee de 
cercles normaux k denx surfaces, on doit pr^voir que les conditions 
d’int6grabilit6 (g) se r^duiront a une seule. D’autre part, si on a une 
enveloppe de spheres, pour exprimer que les lignes de courbure se 
correspondent sur les deux nappes, on obtient aussi une seule condi- 
tion. Il reste k examiner si- ces conditions sont identiques. 

Supposons d’abord qu’il existe une surface (F^) normals ill tons les 
cercles (i) ; nous pouvons faire en sorte qu’elle corresponds k 
t = o, ou w = o. Alors F6quation (5) admet la solution to = o, 
d’ou la condition : 


ladd — jJlddxQ: 


■ 0 : 
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et cette Equation ( 5 ) devient : 

(10) dw = w^^ada! + — '^adx^. 

o 


Soit : Mo(cc, y, z) le point correspondant ^ ^ = 0 : 


^ = 5 = 5o-hpc; 

Xq = X pcz, = y p<2, Zq = z pc j 

dxQ = dx — ^da ad^^ , ; 


d’oii : 


^adxQ = 'Ladx — c/p. 

Si maintenant nous consid^rons ia normale (/, m, n) en Mq k (Fj^), 
c’est la tangente au cercle, et (10) devient : 


ou : 


dw = w^ladl -h ” (Zadx — c/p), 
P 

— + ^ =wJZadl 4 - ~ Zadx. 
w p p 


Nous introduisons ainsi la quantite : 


(ii) pw=:r, 


et nous obtenons : 

— = -I.adl-\--'Ladx, 
. r p p 

ou : 

(12) dr = — Sac//+ — ladx. 
P P 

Or, d’apr^s ( 4 ), 



ce qui montre que r est le rayon de 

la sphere (S) tang-ente aux surfaces lieux de M et Mq ; son centre est le 
point (*) intersection des tangentes au cercle en M et M^. 

Supposons maintenant qu-il existe une deuxieme surface (Fg) oor- 
male aux cercles. Posons : 


(i 3 ) 


dr = — r^.dS ; 


et r^quation (12) devient : 
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rfS + -- ^adx + — 'Ladl = o. 
P P 


Soit S^, la solution connue ; 

(i 4 ) dS, + 

d’ou en retranchant : 


H — - ^adx + ~ lladl = o, 
P P 


d(S — Sj) + 5 -:^ ladx = o, 

Ci 5 ) rflo^f(S — Si) = — ^Sarfa;. 

Pour que Tdquation ait d'autres iiit6gTales, il faut et il suffit que 

^ladx soit differentielle exacte. Or nous avons, d’apr6s (i 4 ), 

P 

(i6) — h-Sa — = o, — -u -i — S<2 — =o. 

^ ' i^a p 7>u p t^u :>v p Dy p :sv 

Supposons que leis lignes coordonndes soient lignes de courbure 
sur {FJ. Les formules d’Olinde Rodrigues donnent, en d^signant 
par R, R' les rayons de courbure principaux, 



I dx 

dm 

I ay 

dn 

I ds 

du 

R3S ’ 

du 

Ratt ’ 

du 

R du ' 

dl _ 

I Das 

dm 

I ay 

dn 

I dz 

do 

“R^ jo ’ 

5y" ■ 

“R^aiT’ 

do 



Posons ; 

(17) 


± — T 

R— ’ 


et nous aurons done : 


^ rn dm rp 


( 18 ) 
Alors : 


dl ___ dX 


dv dv ’ 


^z=i T ~ 
du du * 


dn rjyrd-Z 


Sa?i=T.Sa— , Sa-=T'.Sa — , 
du du dv do ‘ 


et les conditions (16) pour que soit int6grale deviennent : 

Sa— — 

S + (Si + T)-^“= O, + (S, + T')l^= 0 ; 



CONGRUENCES DE SPHERES ET SYSTEMES CYCLIQUES 


347 


d’ou 


— - l^adix : 
p 


DSi 


Si + T 


da + 


Sj “1“ 


^^dv. 


Exprimons maiatenant que le second membre est une diff^rentielle 
exacte, et nous aurons pour ddfinir les system es de cercles normaux 
k 00^ surfaces, en supprimant I’indice de S^, Feq nation aux d^rivees 
partielles : 

/ N A = ^ ^ — n 

^ ' ^^;VS + Tz^tty :>u\S-hV^D)~ 


Dans cette Equation, T et T' sont les courbures principales d’une sur- 
face rapport^e a ses lig-nes de courbure, 


« = const., n = const. ; 


S est rinverse du rayon d’une sphere (S) tangente a cette surface au 
point (tt, v). Et le syst^me de 00 * cercles defini par une solution de cette 
Equation est constitue par les cercles orthogonaux aux spheres (S) 
correspondantes en leurs points de contact avec leur enveloppe. 
La surface donn^e est, du reste, une des nappes de cette enveloppe. 

Nous allons voir que cette equation (19) exprime precisement que 
les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de Ven^- 
veloppe, D’aprfes le Th 4 or^me de Dupin, pour qu’il en soit ainsi, 
il faut et il suffit que les lignes de courbure de la surface donnte (F^) 
correspondent k un reseau conjugu6 sur la surface lieu de a>. Soient 
X, Y, Z les coordonn^es de co : 


(20) X=a: + |-/, Y=ff + ^m, Z = z+^n. 

Pour q,ue, sur la surface d^finie par ces formules, les courbes- K=ct®, 
y = ct® forment un r6seau conjugu6, il faut et il suffit que : 

f2I) =0. 

Mais, en tenant compte des formules d’Olinde Rodrigues (18), 



relations qu’on pent encore 4 crire : 
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DX_ 

S +T 

-g^ 

I TyS 

Tyu 


Tyu 

S + T Zu 

DX_ 

S + T' 

S^— 

I as 

Tyv 

S 2 


S + T' at) 


Dans le determinant (21) nous pouvons remplacer , et les autres 
616 meats de la premiere colonne, par : 

:>v \ \ j 

et les quantites analog’ues, sous la condition que (M — N) ne soit 
pas identiquement nul ; nous prendrons : 

de sorte que, eu tenant compte de (18), de (19), et de (22), 

a /j^^X\ to 

\ Tsiij \ lyv] 


I ^ T' ^ r I t>s rp to 

’ S + T to ■ to S + T' ' t)y ■ 


Nous avons d^s lors k exprimer que : 

I to S + T + T' :vS to S + r + V 


7^11 to S T 


to S + T 


s^- 


Zu S + T 


s^- 


I &s , 

* rrtf ^ 


I S 4- T' to '1 

S 4- T 4- S-S 

Multiplions la seconde ligne par , la troisi6me par 

S(b H- 1 } to, 

^ ajoutons k la premiere, et nous obtenons, apres sim- 
plification : 

~A.S®. I ^ ^ =0. 

’ ■ ’ - Tyudv ' 

Or le dernier determinant n'est pas nul, S non plus, done cette condi- 
tion equivaut bien k A = o, comme nous Tavions annonce. 

On peat done d 4 finir un sysUme cy clique comme une congruence de 
cercles normaux d 00 ^ surfaces . 
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Transformation de contact de Ribaucour 

Consicl4rons une sphere fixe de centre co, et les oo* cercles (H) 
orthogonaux k cette sphere ; consid6rons, d’autre part, une sur- 
face (S), un de ses points M, et Telement de contact en ce point ; 
il y a un cercle (H) et un seul passant par M et normal en ce point a 
la surface (S). Done a la surface (S) correspond une congruence 
de cercles (H) qui lui sont orthogoimux; de plus ces cercles etant 
orthogonaux a la sphere (w) en deux points sont orthogonaux k trois 
surfaces ; ils constituent done un systeme cyclique. Soient P, P' les 
points ou le cercle (H) rencontre la sphere ; determinons sur ce cercle 
le point ]\r tel que le rapport anharmonique (M, M', P, P') soit 6gal k 
une constante donnee G. Le lieu du point M' est une surface normale 
k (H), puisque Tequation (5) a mtoes proprietes que Tequation 
de Riccati k une seule variable. A I’el^ment de contact de la sur- 
face (S) au point (M) correspond ainsi pour chaque valeur de C, 
un element de contact d’unQ autre surface ; les lignes de courbure se 
correspondent sur les deux surfaces, et nous avons ainsi un groupe de 
00 ^ transformations de contact conservant les lignes de courbure. 

Ces rdsultats subsistent evidemment si on prend les cercles (H) 
normaux k un plan fixe. 


Surfaoes de Weingarten 

8, — Nous avons consider^ des congruences de spheres telles que les 
lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes focales. 
Aux spheres, la transformation de S. Lie fait correspondre des droites, 
et aux lignes de courbure correspondent les lignes asymptotiques. 
II est done naturel de considerer aussi des congruences de droites 
telles que les asymptotiques se coiTespondent sur les deux nappes 
focales. Nous nous bornerons au cas oii la congruence est une 
congruence de normales, et ’le probl6me revient ainsi k chercher 
les surfaces telles que les asymptotiques se cori‘espondent sur les deux 
nappes de la d6velopp6e. 

Soit done une surface (S) sur laquelle nous prendrons les lignes de 
courbure pour lignes coordonndes ; soient /, m, n les cosinus dirfec- 
teurs de la normale, R, R' les rayons de courbure principaux. Les deux 
nappes de la ddvelopp^e sont d^finies par les* Equations : 
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(S) X = a; + R/, Y = y + Rw, Z = 5 + Rti ; 

(SO X' = x + R7, == y + R'm, = 5 + R^n. 

Cherchons les asymptotiques de (S), (S'); et exprimoas que les Equa- 
tions differentielles en u, v qui les dEfinissent sont les mEmes. Ici les 
lignes coordonnEes formant un reseau orthog-onal et conjuguE : 

ds^ = Eda^ + Gdo^, 

^Id^x = hdu^ 4- Nrfy® ; 


et [Ch. Ill, i loetCh. IV, | 2 ] : 


I L 

R“E ’ 


R' “G ’ 


d*ou : 


l^ld'^x — ^du^ + %-dv^. 

R R 


Les formules d’O. Rodrigues donnent : 


et : 



zL_ 

I Zx 

zm 

JL ^ 
RDw ’ 

zn 



zu 

Kzu ’ 

zu 

Zu 

RDa ' 



I zx 

Zm 

R5o ’ 

Zn 

I Zs 


Zv 

R' Dy ’ 

Zv 

Zv 

~Kz^ 


et par consEquent : 


Z-v 


ou ; 

(0 


dX = dx 4" R^^^ 4“ Id^ 

— . — du + ■^ — di^ 4- WR, 

\R ^ R' ’ 


Cette formula et les analogues montrent, comme on devait le prEvoir, 
que la normale k (S) a pour coefficients de direction : 

d^x "Zy Zs 
’ Da ’ dk " 

On conclut, de plus, que, pour cette surface (S) : 


(^) 


ds^ 


-i'-wj 


Grfw* + rfR*, 


ce qui met en. 6videuce sur la surface (S) une famille de g^od^siques 
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y =z= et leurs trajectoires ortbogonales R = [Gf. Gh. Ill, | g, 
Gh. VII, | 2 etGh. XIII, § 2 ]. 

L’^quation diff^rentielle des asymptotiques est : 

Srf/.rfX = o. 




dX = o. 


Developpons cette Equation en nous servant des formules (i). Le coef- 
ficient de est: 




to 


v to to 
i — — = 0 ; 


^ to ^to ^ 

Dy 2 ‘ Dy ’ 


^to i_ z>G 

ay aaay 2 ’ ay 

Le coefficient de rfR est, d'autre part : 


SW = 2/^ . rfa + 2^ ^ . rfi; = I 

\ay } ay2 r ’ 

d’ou Tequation aux asymptotiques : 

(3) —(i — r — ^dadv + — q-~GfRrfa=o. 

^ 2 \ R' / L J R 

Les courbes a = c^®, u = c^® correspondent k des courbes conjuguees 
sur la surface (S) d’apres les propri6t6s g*6a6rales des d^veloppables 
des congruences (Gh. VI, | 2 ); done le coefficient de dudv dans T^qua- 
tion pr^c^dente est nul : 


/ R\aE , 

‘2 V RV2>y = 


et r^quation (3) devient : 


R7&H ^R&a 
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De m^me sur la surface (S') on obtiendra la condition : 


( 5 ) 


— i,/ ^ 

2 V R/ 'Da "*■ R' »k“°’ 


de sorte que I’^quation aux asymptotiques de (S) peut s’ecrire : 


ou ; 


( 6 ) 


■■R'2 


dv^ -h 


R2 Dtt 


du^ = 0, 



d-u 


De m^me I’^quation different! elle des asymptotiques de (S') est : 



Pour que ces Equations soient identiques, il faut et il suffit que 



c’est-^-dire que~soit fonction dej^. Les rayons de courbure sont 

fonctions Van de V autre (RibauQoar). Les surfaces qui satisfont 
k cette condition s’appellent surfaces de Weinyarten^ ou surfaces W. 
Les surfaces minima en sont un cas particulier (R + R' = o). 

Supposons que nous partions dans les calculs pr6cedents d'une sur- 
face (W) comme surface (S) : R' est fonction de R, et la condition (5) 
montre que : 

d’ou : • 

logG = xW + 0(u), 

G = = F(R)K(i>). 

La formule ( 2 ) donnant le ds^ de la d6velopp4e s’6crit done sous 
la forme : 
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Posons : 

. yj K(v)dv = fl?V, 

et elle devient : 

(8) rfS® = dR^ + Q%R)dV\ 

forme caracteristique de T^l^ment d’arc des surfaces de revolution 
rapportees aux meridiens et aux paralleles. Si nous rapportons 
la meridienne k son arc <t, ses equations sont : 

a; = 0(<r), !/ = o, ^=0i(o); 

et celles de la surface de revolution sont : 

X = 0 ((t) cos V, y = 0(<j) sin V, s = 0i(cp), 

d'ou on deduit pour le ds^ de la surface, a cause de 0'® + = i? 

ds^ = dc^ + %\c)dV^. 


G’est, en faisant c = R, la formule (8). 

On VO it ainsi que les developpees de to ate surface (W) sont appli^ 
cables sur des surfaces de revolution^ les meridiens correspondant 
d une famille de geodisiques et les paralUles h leurs traj ectoires 
orthogonales. 

Application, — Supposons la surface (W) k courbure totale con- 
stante negative (Ch. IV, | 6). En changeant d'unite on pent tou jours 
supposer que cette courbure totale est egale k — i. On aura done : 


ou : 


RR' = — I, 



La condition (5) s’ecrit alors : 


ou : 

^ logG 

On conclut de Ik : 


J_\ ^ ^ 

^ "^RV R 

__ aR dR :^log(R^ + i) 

R® -j- I d-u 


f 


G — 


I 

R2 + I 


K(o), 


et en posant encore dV =\/ K(v)dv, on tire de la formule (a) : • 
, ds^ = (R* + i>.rfV* + dRK 


Vessiot 


33 
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0(H) = VR* + I, 

etla m^ridienne de la surface de revolution est, d'aprfes le calcul 
ci-dessus, telle que Toil ait i 

X 

d’oti : _ 

(T = \/ — I . 

Cherchons z. II suffit d^iScrire : 



dj? + dz‘^ = = dx^. f 

et on en coiiclut : 

d^- , 

ou : 


Done : 

Z ^ L(aD + ^ ~ l)» 

et ; 



od + V iU* — » « i 

d’oiis 



x — \/x* — I = er^. 


Done enfin, pour la m^ridienne cherch^e, nous obtenons la chai- 
nette : 

X = ch5. 

La chainette : 

a: =5 arch- 

a 

correspondrait de m^me k une courbure totale constante ^g’ale k (— a®). 
Ainsi les deux nappes de la dioelopp^e dane surface h courbure 
totale constante negative sont applicables sur une alysseide^ e’est-i- 
dire sur la surface engendr^e par une chainette qui: tourne autour 
de sa base. 
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(JHAPITllE PREMIER 


1. — Trouver I’axe iiistaiilaiie de rotation et de g'lissemeiiL du 
triedre de Serret, On coustatera qu’il rencontre la normale priiicipale 
au point central de la surface r6g*lee eiigendree par cette normale 
principale [Gh. V, § 8, p. io5]. 

2. — Trouver les h61ices circiilaires osculatrices k line coiirbe g’aii- 
clie en un de ses points. D6terminer celle de ces helices qui a m6ine 
torsion que la courbe donnee. 

3. — Determiner les elements fondamentaux (arc, courbure, tor- 
sion) du lieu des centres de la sphere osculatrice ei une courbe g'auche. 
Conclure de cette dtudc que, pour qu’uno courbe soit line courbe sph^* 
rique, il faut et il suffit que le rajon de la sphei^e osculatrice soit 
constant. [Cf. Ch. V, § lo, p. 117]. 

5. — Montrer que, pour que les normales principales a une 
courbe (C) soient aussi les normales principales d’une seconde 
^ courbe (C'), il faut et il suffit que les rayons de courbure et de torsion 
de (G) satis fassent a une identitd de la forme : 

(i) 4. I (A = const., k = const.j. 

Relation qui en rcsiilte pour (C'). Gas on les plans osculateurs a (G) 
et (G'), aux points situes sur la normale principale commune, sent 
redan g'ula ires. 

(2). Montrer que, si on se doune la relation (i), et la courbe sphe- 
rique (y) d6crit6 par lo point de coordonn6es : 

^ = acosO + a'^sinO, 'ri= pcosO + p^'sinG, ’( = ycosO -f y'sinG; 
.(A = m cos G, k = rn sin Q), 
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les formules de Serret fournissent : 


/V ft ft' ft'' 

«,P,Y, “,P,Y . 

en fonctioQ de Tare a de (y) ; et condiiisent, pour la courbe (G), 
aux equations : 

(2) X— hjlda — kJi:r\dX, — X,d-t\), y 


( 3 ). Verifier que les formules (2) donnent, pour toute courbe sph6- 
rique (y), urie courbe (G) satisfaisant a T^quation (i). [De telles cour- 
bes s’appellent courbes de Bertrand]. Examiner les cas particuliers : 

R = A, T = Ar, 

qui fournissent les coarbes a courbare constants^ et les courbes a tor- 
sion constants. 


„ 6- — Determiner une courbe (G), connaissant, en fonction de Tare s, 
les expressions du rayon de courbure R et du I'ayon de torsion T. 
On se servira des formules de Serret : 


-dx=cLds, = dcL” = ^ds^ rfa' = — 

en suivant la marche suivante : 

' (i®). Gonsiderant a, a', a" comme coordonn6es d’un point de la 
sphere (S), de centre* 0, et de rayon i, on prendra pour inconnues les 
paramfetres des generatrices rectilignes de (S), en posant [Gf. Gh. IV, 
16 ]: 

I 4 - a' = — u(a + a — fV = n(i -i- a'), 

et on trouvera que a, v sont deux solutions de V equation de liiccati 
[CL V, I 10, p. Ill] 

rfW = CMW^ + MoMs, [M = f(g + ^), = 

(2^). Soient: 

AlZg “1“ 1^ / i. ' 4. N 

_ (“0 = coast., 00 = const.) 

deux solutions quelconques de cette equation de Riccati. Montrer que 
les points a, a', p', ; y, y', y'^ qui correspondent aux valeurs : 

Uq = I , Vq I j , Mq = f, Vq = — i 5 Uq = 0, 1^0 = 00 
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fournissent une solution du probleme ; et indiquer comment s’en 
deduit la solution la plus gen^rale. — Gonclure -de 1^ qu’il y a une 
infinite de courbes (G) r4pondant a la question, et que ce sont toutes les 
courbes superposables k Tune quelconque d’entre elles. 

R 

(3°). Qu’arrive-t-ilsi le rapport ^est constant? Achever le calcul en 
supposant R et T constants. 

(4°). Remarque. — En considdrant a, a', a" comme cosinus direc- 
teurs d’une direction donn6e par rapport k trois axes de coordonn^es 
rectangulaires, tout chang'ement de coordonnees, ou, ce qui revient au 
mtoe, toute rotation autour de Torigine, se traduit par une m6me 
transformation projective ej0Fectu6e sur u et v. Le point a Tinfini, dans 
la direction consid6r4e, subit ainsi, dans le plan de Tinfini, la trans- 
formation projective la plus g’^n^rale qui laisse invariant le cercle 
imag'inaire de I’infini. 


GHAPITRE II 


7. — On consid^re la surface S lieu des sections circulaires dia- 
m6trales d’une famille d’ellipsoldes homofocaux. Determiner sur S 
les trajectoires orthog’onales des sections circulaires qui Teng-en- 
drent. 

8. — Determiner toutes les representations conformes d’une sphere 
sur un plan. Trouver celles qui donnent des systfemes connus de pro- 
jections cartograpbiques (projection stereogr^pbique, projection de 
Mercator). 

9. — Les courbes coordonnees d’une surface S etant rectangulaires, 
soient MU et MV leurs tangentes, et soit cp^ I’angle (MU, MT). Dans 
la formule (9) [page 34], 

sin 9 dv 

R ds ^ ds ® ds ’ 

calculer les expressions de et r^. Generaliser, en supposant les 
coordonnees u etv quelconques. 

10 . — Etablir les formulas foudamentales qui donaent 



m 


EXEKCICES 


en d^duisant les premiers termes des d^veloppements en sdrie[Gh. I, 
I 5, p. 7] des coordonn^es d’un point de la courbe, rapportde an 
tri^dre M.TPB [| 4, p- 27], des developpements en s^rie (deduits de 
cc — /(m, n), y — gf{a, v), z = hiji, v)) des coordonii6es d’un point 
de la courbe, rapportee au tri^dre M.TN'N [| 4, p- 28]. — II suffit de 
calculer les termes jusqu’au second degre en ds. 

II. — Une surface (S) est supposee definie comme I’enveloppe 
d’une famille de surfaces (S^y), donates par une equation de la forme 
¥{x^ y^ z ; a, v) = 0 ; de sorte que u, v sont, sur (S) les coordonndes 
curvilignes d’un point courant M. A toute courbe (^C), trac6e sur (S), 
correspond ainsi une famille de 00* surfaces dont chacune coupe 
la surface infiniment voisine suivant une caracteristique : soit (K) 
celle de ces caracteristiques qui passe par le point M de (G). Montrer 
qu’il y a r^ciprocite entre la direction des tangentes k (G) et k (K)eaM. 
— Gas ou les surfaces (lav) sont des plans. 


CHAPITRE III 


12. — On considers la surface : 

^ uv v/c® — 6® vyjb^ — ^ 

determiner ses lig*iies cle courbure, et calculer les rayons de courbure 
principaux. 

t 3. — Montrer que les surluces : 

Qm{s - ca) — cos m(x — ^o) . cos m.(y — y^j) 

sont les surfaces de translation,’ ayant pour leurs deux families de 
g’^n^ratrices des courbes planes situdes dans des plans rectaiigulaires 
(paralleles a sOx et sOy)^ et telles que les gdndratrices planes 
qui passent en un point quelconque de la surface y soient tangentes 
aux diamdtres conjuguds dgaux de Tindicatrice. — Ligiies de courbure 
de ces surfaces. 


1 4- — On considdre la surface : 
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^ — 7 jf (i — u^)f{a)da + ^f (i — v^}<t[v)do, 

y=^f 7 f + y®) 9 (o)c?£>. 

z= j* uf{a)du 4- j* wcp(D)rfy. 

Galculer les rayons de courbures principaux et les coordonnees des 
centres de courbures principaux. Former Tequation diff^rentielle 
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques. Etudier les lignes 
de courbure en prenant : 

/y \ / V 

~ (/n2 + u2)2 ’ — (m2 + ’ 

et en introduisant de nouvelles coordoan 4 es par les formulas : 

. ia X ^ — iy^ 

M = /n tg ■ 5 i; = mtg — i-. 

i 5 . — Soient, en coordonnees rectangulaires, les equations : 

m ~ cos (u — a) + cos (0+ “)> 

y = ~ 5“sin(u — a) 4* “ ^““sinfn + a), 

2 2 

5 =— K cos a 4 - n sin a. 

lo Pour chaque valeur de a, ces formulas definissent une surface S^. 
Indiquer un mode de generation de cette surface. Que sont en parti- 
culier Sq et ? 

a 

2® On considere deux de ces surfaces et Sp, et on les fait corres- 

pondre point par point de maniere que les plans 'tangents aux points 
correspondants soient paralieies. Demontrer que les tangentes k dbux 
courbes correspondantes, menees en deux points homologuea, font un 
angle constant. 

3 ® Ghercher les lignes de courbure et les lignes asymptotiques 
de et trouver une propri6t6 g 4 om 4 trique des courbes auxquelles 

elles correspondent sur dans la transformation pr^c^dente. Qu^ar- 
rive-t-il pour a = ~? 
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1 6. — Etudier les surfaces dont les lig'nes de courbure d’un sjsteme 
sont situ6es surdes spheres concentriques. Quepeut-on diredes lig-nes 
de courbure de Tautre syst^me? 

17. — Si les courbes coordonn^es = const., y = const, sur 
une surface (S) sont les lignes asymptotiques de cette surface, et si 
X, [jt., V sont les cosinus directeurs de la normale a (S), en un point 
quelconque de (S), montrer qu’il existe une fonction 0 telle que 
Ton ait : 


dx = 0 r [JL da — — dv\ — v (— da — — 

rfy = 0 r ^ da — — — "x/— da — 

^ 5 = 0 — ^dv^ — 

(2®). Trouver, en partant de ces formules, le^fe^de la surface, T^qua- 
tion des lignes de courbure, T^quation aux rayons de courbure prin- 
cipaux. Galculer la torsion des lignes asymptotiques, et montrer qu'elle 
s*exprime aii moyen des rayons de courbure principaux seulement. 

( 3 ^). Si on pose : 

/ = X.y/0, m — h, n=:v\/0, 

on obtient les formales de Lelieuvre. Montrer que I, ni, n sont trois 
solutions particuli^res d’une m6me equation aux deriv^es partielles 

de la forme ^ = Kw. 


CHAPITRE IV 


is. — Etablir les conditions d’int^grabilit^ qui lient les invariants 
fondamentaux, en supposant la surface rapport^e k ses lignes de cour- 
bure. 

19. — M^me question, en supposant la surface rappprt^e k une 
famille de g6od6siques et k leurs trajectoires orthogonales. Exprimer, 
foqctjoq 4 ® Isl c^uantit 4 H, la courbqre totale, et Iq fovme 
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tielle rfcpo [Ch. II, p. 34 ; ch. Ill, p. 56 J et retrouver ainsi la for- 

mule d'Ossian Bonnet [Ch. IV, p. 76] 

20. — En supposant les coordonn6es quelconques, troiiver celle 
des conditions d’integrabilit^ qui donne I’expression de la courbure 
totale. 

21. — Discutei' la forme de la m^ridienne des surfaces k courbure 
totale constante, soit positive, soit neg‘ative. 

22. — (i°). Les 6quations de la pseudosph^re etant (p. 81) : 

a; = Rcos 6 cos cp, ^ = RcosO sincp, 

5 = R[lo^tg(| + |^ — sinsj , (°<®<J)' 

on obtient une representation conforme de la surface sur un demi- 
plan en posant : 

X = mcp, Y = 0 ^ = constante positive, done Y>o). 

En posant,' d’autre part : 

« = X + /Y, n = X /Y, 
on famine le ds^ k la forme type : 

_ /.p dado 

(2°). Ense servant des coordonnees m, v, troiiver toutes les transfor- 
mations des points de la surface qui conservent les longueurs d'arc. 
Si on les interprets dans le plan (X, Y), on trouvera qu’elles laissent 
Taxe des X invariant, et qii'elles changent tout cercle en cercle. 

( 3 *^), Dans cette m6me representation conforme, les lignes g6odesi- 
ques de la pseudosphere sont representees par les demi-cercles qui 
ont leurs centres sur I’axe des X, et sont situes dans le demi-plan, 
limite par cet axe, qui s’etend du c6te des Y positifs. 

( 4 ®). Au facteur / pres, la distance de deux points est log(MjMgAiA2), 
en designant par M^, Mg les homologues des points dans le plan (XY) 
et par A^Ag les points ou laxe des X est coupe par le cercle, image de 
la geodesique qui joint les deux pointy. — Les points de I’axe des X 
jpuent le r6le de points ^ I’infini. — Peux couples de points don^' \b, 
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di3taiice est la m^rae, peuvent 6tre amends en coincidence par un des 
d6placements de la surface sur elle-meme d6fini par les transforma- 
tions trouv^es. 


GHA PITRE V 


23 . — Trouver les points de contact des plans isotropes men^s par 
une g’eneratrice quelconque d’une surface regime. Quelles relations 
ont-ils avec le point central et le paramfetre de distribution ? 

24. — Trouver les surfaces r 6 g* 16 es dont les lig’nes asymptotiques 
interceptent sur les generatrices des segments egaux. 

25 . — Trouver les surfaces regimes dont les lignes de courbure 
interceptent eur les generatrices des segments 6 gaux» 

26. — Trouver les lignes de courbure et les lignes g^od^siques de 
rh^licolde developpable. 

27. — Montrer que les lignes d’une surface (S) quelconque, pour 

lesquelles : ds — = 0 [notations de Terercice 9], sont caract6- 

risees par cette propri 4 t 4 que, si Ton m^ne par chacun des points 
de Tune d’elles une tangente k la courbe v = constante, la surface 
r6gl<§e ainsi obtenue a pour ligne de striction la courbe consid6r6e. 

28. — Etant donate une surface (S) et une courbe (G) de cette sur- 
face, on consid^re la surface r 4 gI 6 e (G) engendr^e paries normalesMN 
menees k (S) aux divers points M de (C). Le point central deMN s’ap- 
pelle le metacentre de (S), correspondant au point (M) et k la tangente 
MT de (G). 

(i®) Determiner ce m^tacentre, le plan asymptote, le param^tre de 
distribution. Discuter la variation du m 4 tacentre quand la courbe (C) 
varie, eii passant toujours en M. 

(2®) Montrer que le m6tacentre est le centre de courbure de la 
section droite du cylindre circonscrit k (S) et dont les g<Sn6i-a trices 
sont perpendiculaires au plan asymptote de G. 

( 3 ®) On suppose qu’on ait plusieurs surfaces (S), et que Ton affecte 
chacune d’elles d'un coefficient num6rique a. On consid6re comme 
hdmologues sur ces diverses surfaces les points M (pris un sur che- 
que surface) pour lesquels les plans tangents k ces diverses sur- 
faces sont parallMes ; soit Mo le centre des distances proportionnelles 
d'un tel systfeme de points M homologues, et relatif au syst^me des 
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coefficients a. Soit (So) la surface lieu des points Mo- Montrer qu’elle 
correspond a chacune des surfaces (S) par plans taag^ents parall 61 es ; 
et que si !<, est le metacentre de (S,,; correspondant aux divers meta- 
centres I des surfaces (S) qui se trouvent associ6s dans la correspon- 
dance consideree, on a : 

29. — On donne une courbe gauche (R), ar^te de rebroussemeat 
d’une developpable (A). Determiner toutes les surfaces r6gl^es satis- 
faisant aux conditions suivantes : chacune des generatrices (G) d’une 
telle surface est perpendiculaire k un plan tangent (P) de (A), et le 
point de rencontre de (G) et de (P) est le point central de (G). Soit alors 
(S) Tune de ces surfaces r^glees, chacun des plans isotropes passant 
par une de ses generatrices enveloppe une developpable. Montrer que le 
lieu des milieux des segments dont les extremites decrlvent, indepen- 
damment Tun de I’autre, les aretes de rebroussement de ces deux 
developpables est une surface minima inscrite dans (A). 

3 0. — (1°) Former Teq nation aux rayons de courbure principaux 
d’une surface regiee gauche (S), avec les expi'essions du ds^ et de la 
forme T employees dans le | 1 1 du chapitre V. 

(2°). On en deduit la relation : 

KM = [<p(i.) — P'T] V'KT — K'T 

mu : 

+ T= ■ 

Ri Ri — R,Rs 

En conclui’e que si les rayons de courbure principaux R^, R2 sont 
fonctions Tun de I’autre [Cf. Ch. XIII, § 8], P', K, et cp^u) sont 
des constantes.. « 

( 3 ®). Montrer que, s’il en est ainsi, la surface (S) est un heiicoi’de 
regie, ou une surface gauche de revolution. 


CHAPITRE VI 


3 i. — On considcM‘e la congruence des tangentes* communes aux 
deux surfaces ; 

jjs ys _ 2az^ _ — 2az. 
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Determiner les developpables de cette congruence : etudier leurs 
ar 6 tes de rebroussement, leurs courbes de contact, leu r traces sup le 
plan s = o. 

32. — Si les deux multiplicites focales d’une congruence sont des 
developpables isotropes (congruence isotrope), toutes les surfaces 
reglees qui passent par une meme droite de la congruence ont m^me 
point central et meme parametre de distribution. Le plan perpendicu- 
laire k cheque droite de la congruence mene k egale distance des deux 
points focaux enveloppe une surface minima. On peut obtenir ainsi 
la surface minima la plus generate. 

33. — On suppose que les rayons (D) et (D') de deux congruences 
se correspondent de maniere que deux rayons correspondants soient 
paralleles. Si alors les d^veloppables des deux congruences se corres- 
pondent, les plans focaux de (D) sont parallkles k ceux de (D^); 
les droites (A), (A'), qui joignent les points focaux correspondants se 
coupent en un point M ; le lieu de ce point admet (A) et (A') pour tan- 
gentes conjugu^es, et les courbes conjuguees envelopp^es par ces 
droites correspondent aux developpables des deux congruences. 


CHAPITRE VII 


34 . — Etudier les congruences form^es de droites tangentes k une 
sphere et normales a une m^me surface ; etudier les surfaces normales 
aux droites d’une telle congruence, et leurs lignes de courbure. 

35. — Etudier la congruence form^e des droites. normales k une 
surface dont une famille de lignes de courbure est situ^e sur des sphe- 
res concentriques, 

36. — Montrer que les surfaces moulures, dans le cas ou Tune des 
nappes de la d^velopp^e est un cyliudre ou un c6ne, peuvent ^tre 
d6fiaies par le mouvement d’un profit plan, de forme invariable, dont 
le plan reste constamment normal k un cylindre ou k un c6ne. Pr6ci- 
ser le mouvement de ce profit. Ghercher si Ton peut dire quelque 

, chose d’analogue pour les surfaces moulures g6adrales. 

87 . — Montrer que les droites tangentes k deux quadriques homo- 
focales constituent une congruence de normales. Si on fait r 6 fl 6 chir 
toutes ces droites, consid^r^es? comme des rayorjs luwneux, sur une 
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autre quadrique homofocale aux deux premieres, quelles seronfc les 
multiplicites focales de cette seconde cong‘ruence ? 

38. — Etant donn^es deax surfaces homofocales du second degre et 
un plan (P), si on m6ne par les droites {d) du plan (P) des plans tan- 
gents aux deux surfaces, les droites {d) qui joignent les points 
de contact correspondants sont normales k ime famille cle surfaces 
parallMes. Soit (8) la droite qui contient les p6les du plan (P) 
par rapport aux deux quadriques homofocales, et (d) la droite du 
plan(P) qui correspond a une droite (ciT) de la congruence de normales 
consider^e. Le plan mene par (8) perpendiculairement k (d) coupe (d) 
en un point rn. Le lieu du point m est Tune des surfaces cherchees : 
c"est une cjclide. Les d^veloppables de la congruence decoupent sur 
les surfaces homofocales des r6seaux conj agues. 

Sg. — On considere la congruence des droites de I’espace sur les- 
quelles trois plans formant un tri^dre trirectangle d^termineiit des 
segments invariables. D^montrer que c’est une congruence de norma- 
les et determiner les surfaces normales aux droites de la congruence. 
Determiner les points focaux sur une quelconque de ces droites. 
Determiner les cdnes directeurs des developpables cle la congruence. 

40. — Demontrer qu’il existe des congruences (isogonales) telles 
que les plans focaux forment un dieclre constant. Quelle est la 
propriete des aretes de rebroussement des developpables de la 
congruence par rapport aux nappes de la surface Ibcale qui les con- 
tiennent ? Chercher Tequation differeutielle de ces courbes sur la sur- 
face focale supposee donnee. Que peut-on dire du cas ou Tune des 
nappes de la multiplicite Ibcale est une developpable, une courbe, une 
sphere ? 

41. — Si on considere uiie famille de spheres' dont le lieu des 
centres co est une courbe plane (G), et dont les rayons sont proportion- 
nels aux distances des centres a> k une droite fixe (A) du plan de 
la courbe (G), demontrer que I’enveloppe de ces spheres a toutes ses 
lignes de courbure planes. Que peut-on dire des plansMeces lignes de 
courbure? — Reciproquement, comment peut-on obtenir toutes les 
surfaces canaux dont toutes les lignes de courbure sont planes? 
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GHAPITRE VIII 


4a. — On donne deux courbes (C), (CJ. Trouver toutes les sur- 
faces (S) sur lesqiielles lea courbes de contact des c6iies circonscrits 
k (S), ayant letirs sommets sur (G) et I’ormeiit un reseati con j ague. 
En d^flnissatit (G) et (G^) par les equations : 

a: = /(>.), = 3 = h{l), t = kll]i 

y= ^ — X(l^)> t = 0(f)’ 

la surface la plus ^enerale repoiidant a la question est definie par les 
equations : 

X = J’A(k)/{l)cll + 

y 4- 

t = fk(k)k{\)dk + 

Inlerp rioter geom^triquement les formules obtenues de fagon a 
trouver une definition geometrique de ces surfaces. Transformer par 
duality les divers vesultats obteuus- 

43 . — Soit {t) la sphere de centre 0 et de rayon egal a un ; soit (S) ' 
une surface quelconque et (S^) sa polaire reciproque par rapport a (i^). 
Soit M un point quelconque de (S) et (P) le plan tangent en ce point ; 
soient M^et (P') le point et le plan tangent de (S'; qui correspondent 
k (P) et M par polaires r^ciproques. On consid6re la congruence (K) 
des droites MM' et la congruence (K'} des intersections des plans (P) 
et(P'). Montror que leurs d<^veloppables se correspondent, et que les 
ddveloppables de (K) di^coupent sur et (S') des r^seaux conjugu^s- 
Gomment les develqppables de (K) coupon t-elles (S)? — Ghercher k 
determiner (S) de maniere que (K) soil une congruence de normales ; 
que peut-oa dire alors des developpables de (K) et de la surface (S)? 

44 . — Etant donnee une courbe gauche (G), par un point fixe 0 
on in6ne des segments OM 6quipolleuts aux diverses cordes de (G). 
Le lieu des points M est une surface (Sq), Par chaque point M do cette 
surface on meue la parallele (A) a Tintersection des plans osculateurs 
de (G) mencs aux points P et de (G) tels que PP^ soit (iquipollent 
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k OM. Soient (S^) et (S^) les deux nappes de la surface focale de la 
coflgruence des droites (^) : 

(lo) determiner (SJ et (Sg), leiir ds^, leur ^Id^x. Montrer que les 
asymptotiques se correspondent sur (S^) et (Sg). Quelles soiit les 
courbes de (Sq) qui leur correspondent? — 

(ao) Condition necessaire et siiffisante que doit remplir (G) pour 
que la congruence des droites (A) solt une congruence de normales. 
Trouver alors Tune des surfaces normales. Montrer que les rayons de 
courbure de (S) sont fonctions Tun de Tautre. 

(3°) En restant dans ce cas, rapporter le ds^ de (S^) aux g^od^siques 
tangentes aux droites (A) et k leurs trajectoires orthogonales. En con- 
clure que (SJ est applicable sur un paraboloide de revolution. 

Nota^ Les deux dernidres parties de cet exercice se rattachent 
k la fin du chapitre XIII. 


GHAPITILE IX 


45. — On considere deux plans rectangulaires, et toutes les droites 
tislles que le segment intercepts sur chacune d’elles par les plans pr^- 
c^dents ait une longueur constante. Trouver les congruences de nor* 
males du complexe de ces droites. 

46. — On considere trois plans formant un triWre trirectangle 
et les droites telles que le rapport des segments ddtermin^s par ces 
trois plans sur chacune d*elles soit constant. Trouver les surfaces dont 
les normales appartiennent an complexe de ces droites. II y a parmi 
ces surfaces une infinite de surfaces du second ordreadmettant les trois 
plans donnas comme plans de sym^trie. Le complexe precedent est 
oelui des normales A une famille de quadriques homofocales, ou k une 
famille de quadriques homothAtiques par rapport k leur centre ^co/n- 
plexe de Chasles). 


CHAPITRE X 


^ Etudier les asymptatiques des surfaces rAglies du troisifcme 
ordre. Montrer que dans le cas g^ndral ce sont des unicursales du 
quatrieme ordre, ei que chaque gAnAratrice rencontre une asyitiplo- 
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tique en deux points conjug’ues harmoniques par rapport aux points 
ou la g^n^ratrice s’appuie sur la droite double et sur la droite singu- 
li6re. 

Examiner le cas ou la surface est une surface de Cayley a direc- 
trice unique. 

N. B. — L’6quation d’une surface regime g'auche pent se ramener, 
comme Ton sait, par un choix convenable du teti’a^dre de reference, 
i la forme 

— yH = 0 (surface r^g*lee ^(^n^rale), 
ou + Q,xyz — yH= Q (surface de Cayley) . 

48. — Determiner les asymptotiques de la surface de Steiner. 
Par quelles courbes sont-elles repr6sentees dans la representation 
parametrique de la surface ? 

N. B. — On sait que les equations d’uiie surface de Steiner sont de 
la forme : 


k{Us v) ’ ^ k{u, v) ’ "" ’k{u, v) ’ 

y*, 4, k etant quatre polyndmes du second de^rd quelconques, 

En excluant les cas particuliers, on peut, par une transformation 
projective, et un choix convenable des param6tres, les ramener k 
la forme : 

2// 12V ^ — f}2 

Z/2 2 ' ^ 2/2 _|_ 2 ’ "" ^ * 

Toute section de la surface par im plan tang^ent se decompose on 
deux coniques. En interprdtant «, v comme des coordonndes rectangu- 
laires dans un plan, les formules prdcddentes rdalisent la representa- 
tion de la surface sur un plan. 

49* — Determiner la surface canal la plus gdiierale dont toutes les 
lign^s de cou’rbure soient spheriques ; montrer que ces lignes de 
courbure se determinant sans integration. 

50. — Que peut-on dire de la determination des lignes de courbure 
d’une surface canal, enveloppe de oo^ spheres coupant une sphere fixe 
sous un angle constant? 

51. — Determiner les surfaces regldes d’un complexe lindaire 
qui admettent pour ligne asymptotique une courbe donnee. Montrer 
que toutes leurs asymptotiques se determineut sans integration, 
et qu’elles sont algebriques si la courbe donnee est algebrique. 
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GHAPITRE XI 


52. — Etudier la congruence des droites d^finies par les Equations : 

AX -j- B|i -|- G = o, A^X -|- Gjl o, 

ou A, B, G, Ai, Bjl, Gjl sont des fonctions lin^aires des coordonndes 
et X, |JL des param^tres arbitraires. Discuter en particulier la question 
des droites passant par un point, des droites rencontrant une droite 
fixe, des droites situ6es dans un plan, des multiplicit^s focales. 

53. — D^montrer les r4sultats 4nonc6s a la. fin du paragraphe 3 
de ce chapitre. 

54* — D^montrer par le calcul les propri4t6s de la transformation 
de Lie ^noncdes ^ la fin du paragraphe 4 de ce chapitre. 


GHAPITRE XII 


55. — On consid^re une famille de oo^ parabololdes (P) ayant 
m^mes plans principaux. Gomment faut-il choisir ces paraboloXdes 
pour que la congruence des generatrices rectilignes d'un meme 
systeme de tous ces paraboloXdes soit une congruence de normales ? 
Montrer qu’alors les paraboloXdes (P) constituent Tune des trois famil- 
ies d'un systems triple orthogonal et trouver les deux autres families. 
Montrer qu'on peut choisir les paraboloXdes (P), plus particuliere- 
ment, de maniere que Tune do ces autres families soit encore form^e 
de paraboloXdes ; et donner, dans ce cas, la signification g6om6trique 
des deux families de paraboloXdes. 


CHAPITRE XIII 


56. — Soit (S) une surface quelconque et (11) un plan quelconque. 
On considers toutes les sph6res (U) ayant leurs centres sur (S) et cou 
V«$isioT 
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pant le plan (H) sous un angle constant <p tel que Ton ait cos <p = i . 
Soit (S^) la surface d^duite de (S) en r^duisant les ordonn^es de (S) 
perpendiculaires k (II) dans le rapport . Les spheres (U) enve- 

I 

loppent une surface k deux nappes. Montrer que leurs lignes de cour- 
bure correspondent point par point a celles de (S^. Examiner le cas ou 
(S) est du second degr 4 . 

67. — De chaque point M d’une surface (S) comme centre, on 
d4crit un cercle (K) situ 4 dans le plan tangent k S, et dont le rayon 
soit 6gal ^ une constante donn^e. 

(1°) Determiner les families de 00^ cercles (K) qui engendrent une 
surface sur laquelle pes cercles soient lignes de courbure. Lieux des 
centres des spheres dont une telle surface est Tenveloppe, 

(2®) Trouver la condition n^cessaire et suffisante pour que les cercles 
(K) forment un syst^me cyclique. Cette condition 6tant suppos6e 
remplie, soit (S^), Tune des surfaces normales aux cercles (K); mon- 
trer que les lignes de courbure de (SJ correspondent k celles de (S), 
quand on fait correspondre k chaque point M de (S) le point M^, 
du cercle (K) correspondent, ou (S^) est normal k (K). 

(3o) Montrer que (S^) a une courbure totale constante, et que la 
congruence de droites qui a (S), (S^) pour surfaces focales est une con- 
gruence de normales. 

( 4 ®) Soit G Tun des centres de courbure principaux de (S) en M, et 
•C^ le centre de courbure principal de (SJ en M^, qui correspond C. 
Etudier la congruence des droites CCi- 

58 . — Etant donnde une surface (S), on d^signe par (C) Tune quelr 
conque des lignes de courbure de Tune des families, par (O') Tune 
quelconque des lignes de courbure de Tautre famille, de sorte qu'en 
un point M de (S) se croisent une courbe (C) et une courbe (C'). Soient 
<i), o>' les centres, de courbure principaux correspondant k ces .deux 
courbes; et soient G, G' les centres de courbure g^od^sique de ces 
deux courbes. 

(i®) Que peut-on dire des congruences difinies respectivement par 
les quatre droites MG, MG^ Go), G^c<>' ? 

(20) Soit (y) le cercle osculateur k (C) en M. D^montrer que (y) 
engendre une surface canal quand M d 4 crit une courbe (C'). Trouver 
les spheres dont cette surface canal est Tenveloppe. 

( 3 ®) Montrer que si (S) fait partie de Tune des families d'un systems 
triple orthogonal, les cercles osculateur s aux trajectoires oxthogonales 
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des surfaces de cette fainille, coastruits aux divers points de (S), for- 
ment un syst^me cyclique, 

59. — Soit 0 un point fixe, et (S) une surface quelconque ; en un 
point quelconque de M de (S) on m^ne le plan tangent (P) ; et de 0 on 
abaisse la perpendiculaire sur (P) ; soit H son pied. 

(10) Trouver les courbes de (S) qui, en chacun de leurs points M, 
admettent MH pour normale. 

(2®) Soit HI la m^diane du triangle OHM ; la congruence des droites 
HI est une congruence de normales. Trouver les surfaces normales k 
toutes ces droites. Montrer que leurs lignes de courbure correspon- 
dent k un r^seau de courbes conjugu^es ddcrites par M sur (S). 

( 3 o) Soit K le point ou le plan perpendiculaire k MO rencontre MH ; 
et soit (y) le cercle de centre K, passant en 0 , et situ6 dans le plan 
MOK. Les cercles (y) forment un systfeme cyclique. 

60. — De chaque point M du paraboloide 

(P) xy — az — o 

comme centre, on d6crit une sphere (S) tangente au plan xoy. Soit A 
le point de contact de (2) avec ce plan, et B le second point de contact 
de (S) avec son enveloppe. 

(lo) Quelles courbes doit d^crire M sur (P) pour que AB engendre 
une d^veloppable ^ Ces courbes forment sur (P) un r^seau conjugal, 
et leurs tangentes en chaque point M sont perpendiculaires aux plans 
focaux de la congruence engendr^e par AB. 

(2®) Determiner les lignes de courbure de Tenveloppe de (2) ; les 
normales menses k cette enveloppe le long de chaque ligne de cour- 
bure decoupent sur (P) un r^seau conjugue. 

( 3 ®) On considere le cercle (C) normal k (2) en A et B. Montrer quTl 
y a une infinitude surfaces normales k tousles cercles (G), et les deter- 
miner. 

( 4 ®) Montrer que ces surfaces forment Tune des families d’un sys- 
teme triple orthogonal, et achever de determiner ce systeme. 



ERRATA 


dffo 


au lieu de 


dtp 


ds 


Page 33 , ae ligne k partir du has, lire - 
Page 34, 3 e ligne, in 6 me correction. 

Page 5 o, 6 ® ligne k partir du has, lire — z;*G"(u), au lieu de -f* 

Page io2j ae ligne, lire D et D', au lieu de A et A^ 

Page n2, lignes 8 et 9, lire | 6 | , au lieu de &, 

Page 1 14, derniere ligne, lire Log | ^'(v) | , au lieu de Log et Log 
I C I , au lieu de Log C* 

Page 187, 6« ligne, ajoutez ; [Cf. Gh. XI, § i]. 

Page 1 61, intervertir, sur la figure, les lettres et (y'). 

Page 201, 1 5 © ligne, lire : 


¥ 


Page 206, 70 ligne on remontant, lire : /^aj/on (D') de (K'), 
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